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P. V. 

Meinen umfongreiohen Verlag auf dem Gebiete der Mathematik, de* 
NaturwissenBehaften und Technik nach allen Hiehtungen hin weiter 
auszubauen, iat mein stetes durch das Vertrauen und Wohlwollen zahl- 
reicher heiTOrragender Vertreter dieaer Gebiete toii Erfolg begleitetes 
Bemühen, wie mein Verlagakatalog zeigt, und ich hoffe, daß hei gleicher 
Unteratüteung seitens der Gelehrten und Schnlmäimer des In- un.d Aus- 
landes auch meine weiteren Unternehmungen Lehrenden und Lernenden 
in Wissenschaft und Schule jederzeit förderlich sein werden. Verlags- 
anerbieten gediegener Arbeiten auf eiiiBchlägigem Gebiete werden mit 
deshalb, wenn auch schon gleiche oder ähnliche Werke über denselben 
Gegenständ in meinem Verlage erschienen sind, stets sehr willkommen sein. 

Unter meinen zahlreichen Unternehmungen mache ich gana besonders 
auf die von den Akademien der Wissenschaften zu Göttingen, Leipaig, 
Mönchen und Wien herausgegebene Encyklopädie der Mathematischen 
Wissenschaften aufmerksam, die in 7 Bänden die Arithmetik und 
Algebra, die Analysis, die Geometrie, die Mechanik, die Phjsik, die 
Geodäsie und Geophysik und die Astronomie behandelt und in einem 
SchluBband Geschichte, Philosophie und Didalitik besprechen wird. Eine 
tranzösiaehe Ausgabe, von französischen Mathematikern besorgt, hat 
au erscheinen begonnen. 

Weitester Verbreitung erfreuen sich die mathematischen und natur- 
wissenschaftlichen Zeitschriften meines Verlags, als da sind: Die Matlie- 
jiiatischen Annalen, die Blbllotheca Mathematioa, Zeitschrift für 
Geschichte der Mathematischen Wissenschaften, das Archiv der Mathe- 
matik und Physik, die Jahr sab eriehte der Deutsehen Mathematiker- 
Vereinigung, die Zeitschrift für Mathematik und Physik, Organ für 
angewandte Mathematik, die Zeitaehrift für mathematischen und 
naturwissenschaftliehen Unterricht, die Mathematisch -natur- 
wissenschaftlichen Blätter, femer das Archiv für Rassen- und 
Geselischafts- Biologie, die Monatshefte für den naturwissen- 
schaftlichen Unterricht aller Sehulg'attungen, die Qeographisohe 
Zeitschrift, HimmeL und Erde, illustrierte naturwiaaenachaftliche 
Monatsschrift u, a. 

Seit 1868 raröffentliche ich: „Mätteüungen der Verlagsbuch- 
handlung B. G. Teubner". Diese jährlich zweimal erscheinenden 
„Mitteilungen", die in 31 000 Exemplaren im In- und Auslände von mir ver- 
breitet werden, soUen das Publikum, das meinem Verlage Aufmerksamkeit 
schenkt, von den erschienenen, unter der Prease befindlichen und von den 
vorbereiteten Unternehmungen des Teubnerschen Verlags durch aus-. 
föhrliclie Selba tanzeigen der Verfasser in Kenntnis setzen. Die Mit- 
teilungen werden jedem Interessenten auf Wunsch regelmäßig 
bei Erscheinen umsonst und postfrei von mir übersandt. Das 
ausführliehe „Verzeichnis des Verlags von B. G. Teubner auf 
demOebiete der Mathematik, Haturwissensohaften, Technik nebst 
Grenz Wissenschaften" 101. Ausgabe, mit eingehender ajatematischer 
und alphabetischer Bibliographie und einem Gcdonktagebucli für Mathe- 
matiker, 10 Bildnissen sowie einem Anhange, Unterhaltungaliteratur ent- 
haltend. [CXXXl, 392 u. 92 S.] gr. 8. 1903 steht Interossonteu umsonst 
und postfrei zur Verfügung. 

Lkipkigi, Postsfcraße 3. _ _ _ , 

E.G. Teubner. 
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Vorwort. 

Die Kräftigung des räumlichen Vorstell ungsvennögeus und der 
räumliclieu Gestaltungskraft gehört unbestritten zu den wichtigsten 
Zielen eines jeden geometi-ischen Unterrichts. Um sie zu erreichen, ist 
füi' den Lehrenden wie für den Lemeudeu — von Modellen abgesehen — 
die Kunst guter zeichnerischer Darstellung unentbehrlich. So selbst- 
verständlich dies auch erscheinen mag, haben doch die mannigfachen 
Bemühungen der Hochschullehrer, den Studierenden die leichte Aus- 
übung dieser Kunst zu vermitteln, noch keineswegs vollen und all- 
gemeinen Erfolg gehabt. Sicherlich muß der mathematische Unterricht 
an den höheren Schulen darunter leiden. Ich habe den Wunsch, durch 
meine Schrift an der Beseitigung dieses Mangels mitzuhelfen. 

Das Gebiet der wissenschaftlichen darstellenden Geometrie hat 
allmählich eine so große Ausdehnung erfahren, daß jede Behandlung 
des Stoffes sich auf eine Auswahl zu beschränken hat. Sie kann für 
den Vertreter des höheren Lehrfachs eine andere sein als für den 
Techniker und Architekten. Diese Erwägung ist für die Abfassung 
dieser Schrift maßgebend gewesen; ihr Inhalt ist bereits mehrfach in 
Vorlesungen und Übungen von mir nicht ohne Nutaen behandelt 
worden. Es erschien mir zweckmäßig die Auswahl so zu ti-effen, daß 
sie so knapp wie möglich ausfiel, und doch alles berücksichtigt, wa» 
für das zu erreichende Ziel notwendig ist. Vor allem war es mein 
Streben, mich nur der allereleraentarsten Mittel zu bedienen und doch 
in dem Leser neben der Kenntnis der Methoden die volle Überzeugung 
von ihrer Eichtigkeit zu erwecken. Ich hoffe, daß sie jeder, der über 
die einfachsten geometrischen und stereometrischen Sätze verfügt, mit 
Nutzen und ohne erhebliche Mühe lesen kann. 

Es gab eine Zeit, in der man an die Spitze geometrischer Bücher 
den Ausspruch Steiners setzte „stereometrische Betrachtungen seien 
nur dann richtig aufgefaßt, wenn sie rein, ohne alle Versinnlichungs- 
mittel, durch die innere Vorstellung angeschaut werden". Befinden 
wir uns mit unseren heutigen Bestrebungen etwa in direktem Gegen- 
satz zu dieser Sentenz? — Ich glaube dies verneinen zu dürfen. Die 
Kräftigung des räumlichenVorsteUungsvermÖgens ist auch in ihr mittel- 
bar als Haupterfordernis enthalten, und als letztes und höchstes S^iel geo- 
metrischer Ausbildung und Denkweise "kann die Steinersche Forderung 
auch heute noch besteben bleiben. Die Frage ist nur, wie wir uns 
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dem in ihr gesteckten Ziel am besten annäliei'n können. Ein Steiner, 
der als sechsjäliriger Knabe auf die Bemerkung des LeJirers, daß drei 
Ebenen eine Ecke bestimmen, sofort ausrief: „es gibt ja acht", mochte 
allerdiiiga Figuren und ModeUe entbehi-en können; die gl itnzende räum- 
liche Intuition, die er besaß, gab ihm einen Ersatz dafür. Aber für 
das Genie gelten besondere Kegeln. Wir andern müssen uns auf andere 
Weise keifen und sollen füglich jedes wissenschaftliche Hilfsmittel er- 
fassen und benutzen, das uns zu nützen vermag. Je besser es gelingt, 
kompliziertere räumliche Gebilde durch richtig konstruierte und wirksam 
gezeichnete Figuren zu unterstützen, um so besser, um so schneller und 
sicherer wird Studium und Unterricht auf die räumliche Gestaltungs- 
kraft einwirken können. Liegt doch dieser Weg auch im Interesse der 
sogenannten Ökonomie des Denkens, die wir heute als einen obersten 
<j];uadsatz jeder wissenschaftlichen Betätigung zu betrachten pflegen. 

Ein letztes Wort widme ich den Figuren. Die meisten sind vom 
Hen tul math Bl hm n Anschluß an Übungen, die ich kürzlich 
gehalt n hal g hn t rden. Sie sind von ungleicher Anlage und 
werd n 1.aliu h am 1 tu erkennen lassen, welche Zeiehnungsart das 
Aug b V ra t e 1 bt tarke Konturen und kräftige Hervorhebung 
■alles d sen wo auf ne Aufmerksamkeit in erster Linie zu lenken 

hat, A h hangt d Anl ge der Figur davon ab, ob sie einen guten 
räumlichen Eindruck vermitteln soll, oder ob in ihr gewisse geometrische 
"Tatsachen in Evidenz treten sollen. Sicher sind die Figuren mehr odei' 
weniger auch der Vervollkommnung ishig- ich habe sie aber deshalb 
so gelassen wie sie sind, um dem Leser durch ihren Vergleich ein 
eigenes Urteil über die beste Zeichnungsart zu enuögliohen. So hoffe 
ich aach,deaHauptzweck jeder Schriftüber die Gesetzederzeiclmerischen 
Darstellungsmethodeii am besten zu erreichen, nämlich die Kunst, mit 
wenigen geeigneten und geeignet ausgeführten Strichen freihändig ein 
gutes Bild eines räumlichen Gebildes zu entwerfen. Gerade das ist 
es, was wir nötig haben und was die sichere Beherrschung der zeich- 
nerischen Gesetze uns gewähren soll. 

Endlich sage ich Herrn Oberlehrer Dr. Nita fär die freundlieiie 
Unterstützung bei der Korrektur, sowie dem Verlag für sein bekanntes 
-auch diesmal stets bewiesenes Entgegenkommen besten Dank. 

Königsberg i, Pr., im September 1908. 
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§ 1. Die Grundgesetze. 




I. Das physiologische Grundgesetz. Der Entstehung 
unserer Gresichtswahrnebmungen liegt folgende Tatsache zugrunde. 
Das Auge besitzt die Fähigkeit, die Richtung zu empfinden, 
aus der die auf der Netzhaut einen Sehreiz auslösenden Licht- 
strahlen kommen. Diese Fähigkeit ist die wesentlichste Grund- 
lage aller zeichnerischen Darstellung. Physiologisch ist sie 
folgendermaßen bedingt.^) 

1. Alle von einem Punkt P in das Auge eintretenden Licht- 
strahlen vereinigen sieh, nachdem sie durch die lichthrecheudea 
MecUen hindurchgegangen sind, in einem 
Punkt F„ der Netzhaut (Fig. 1)^, und 
zwar geht der StraliiPP^ ungebrochen 
durch das Auge hindurch. Dieser Strahl 
kann daher als geometrischer Re- 
präsentant aller übrigen Strahlen gel- 
ten; seine Richtung ist es, die das Kg. i. 

Auge empfindet. Man bezeichnet ihn auch als den von P 
kommenden Sehstrahl. 

2. Alle Sehstrahlen, die von irgendwelchen Punkten I',Q,li... 
eines Körpers 2; ins Auge gelangen, gehen durch einen festen 
Punkt K des Auges, der auf seiner 
optischen Achse liegt und Knoten- 
punkt heißt (Fig. 2). Sie bilden 
also einen Teil eines Strahlen- 
bündels mit dem Mittelpunkt K.^') 
Das auf der Netzhaut erzeugte, aus 
den Punkten P^ Q^, li^, . . . bestehende ^'*' '' 

Ne tzhautbildZ'^ des Körpers J^ ist daher geometrisch als Schnitt 
der Netzhaut mit den Strahlen dieses Bündels zu bezeichnen. 

1) Die folgende DarsteUung enthMt nnr eine Annäherung an die 
wirkliclien Verhältnisse. Das Genanere findet man im Anhang, 1. 

'2) Die Figur ist nur schematisch gezeichnet. 

3) Als Strahlenbündel bezeichnet man die Gesamtheit aller durch 
einen Pnnkt des Raumes gehenden geraden Linien oder Strahlen; der 
Punkt selbst heißt sein Scheitel oder sein Mittelpunkt. 
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Hieraus ergibt sich bereits diejenige grundlegende geome- 
trische Tatsache, der jede zeichnerische oder räumliehe Ab- 
bildung £' eines Gegenstandes £ zu genügen bat, wenn sie 
im Auge dasselbe Netzbautbild entstehen lassen soll, wie 
der Körper 2? selbst. Aus 1. folgt nämlich (Fig. 2), daß wenn 
P' ein Ijchtaiissendender Punkt auf dem Sehsb^ahl PP„ ist, der 
zu P' gehörige Sehsti-ahl mit i'P„ identisch ist. Um also ein Ab- 
bild Z!' herzustellen, das im Auge die gleichen Lichtempfindungen 
erzeugt, wie der Gegenstand U selbst, wurde es an sich genügen, 
jeden Punkt P von S durch irgend einen Punkt F' des von P 
ausgehenden Sehstrahls -PP„ zu ersetzen. Handelt es sich ins- 
besondere um ein ebenes Bild, was hier zunächst allein in 
Frage kommt, SO ist der Bildpunkt F' als Schnittpunkt des 
Sehstrahles PF„ mit der Bildebene zu wählen. Da nun 
gemäß 2. alle Sehstrahlen einem Strahlenbündel mit dem Mittel- 
punkt K angehören, so ist das in der Bildebene entstehende 
Abbild 2^' genauer als ihr Schnitt mit den Strahlen des eben- 
genannten Strahle nbündels zu definieren. Also folgt: 

I. Das Netzhautbild Z'„ und das ebene Bild £' sind als 
Schnitte eines und desselben Strahlenbündcls mit der 
Netzhaut und der Bildebene anzusehen; der Mittel- 
punkt dieses Strahlenbündels liegt im Knotenpunkt 
des Auges. 

Die eben genannten physiologischen Tatsachen stellen aller- 
dings nur eine Annäherung an den wirklichen Sachverhalt dar; 
überdies sind sie füi die Beurtpüung und die richtige Deutung 
der Gesichtseindröcke nicht allem maßgebend.^) Die zeichne- 
rischen Abbilder weiden dahei nui solche Sinnes Wahrnehmungen 
auslösen können, die den dunh die Gegenstände selbst ver- 
mittelten mehr odei weuigei nahe kommen. Das Auge ist 
aber ein höchst akkommodationsfähiges Organ. Wenn 
es auch den Unterschied zwischen Bild und Gegenstand jeder- 
zeit erkennt, ist doch seine Kunst, aus einem Bild die wirklichen 
Eigenschaften des dargestellten Gegenstandes zu entnehmen, er- 
staunlich.*) Andererseits ist das Auge für gewisse Dinge auch 
ein strenger Richter. Abweichungen von der Symmetrie und 
der Gesetzmäßigkeit einfacher Formen wie Kreis, Ellipse usw. 

1) Tgl. Anhang, 2. 

2) Eine ausführliche Würdigung ilieaer Verhältnisse findet man bei 
Helmiioltz, in dem Aufsätze: „Das Auge nnd das Sehen", Populäte 
wissenschaftliche Vortrüge, Heft 2. 
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wird es sofoi-t störend empfinden, Überiiaupt soll man das 
Äuge als den obersten Bichter für die Eeurteiluug eines Bildes 
ansehen, und Korrekturen, die von ihm verlangt werden, auch 
dann auafütren, wenn man eine den geometrischen Vorschriften 
entsprechende Zeichnung hergestellt hat. 

Das Auge stellt sich besonders leicht auf unendliche Seh- 
weite ein, also so, als ob sich der Gegenstand in unendlicher 
Entfernung befindet. Physiologisch beruht dies darauf, daß diese 
Einstellung der Ruhelage des Auges entspricht. Andererseits 
nähern sich die von einem Gfegenstand S ausgehenden Licht- 
strahlen um so mehr dem Paralielismus, je weiter er vom Auge 
entfernt ist. Dies bewirkt, daß Bilder, die man auf Gnuid der 
Annahme paralleler Sehstrahlen herstellt, vom Auge ebenfalls 
leicht aufgefaßt werden. Diese Darstellung zeichnet sich über- 
dies durch Einfachheit aus und ist daher von besonderer 
Wichtigkeit, 

II. Das geometrisch e Grundgesetz. Wirnehmen jetzt an, 
daß auf einer Ebene /3, die wir uns vertikal denken wollen, auf 
die vorstehend genaimte Art ein Bild hergestellt werden soll. Wir 
haben dazu jeden Sehstrahl, der von einem Punkt P des Körpers 2! 
ins Auge eintritt, mit der Bildebene ß zum Schnitt zu bringen, 
und wollen den so entstehenden Schnittpunkt wieder durch P' 
bezeichnen. Das geometrische Grundgesetz besagt nun, daß 
jeder Geraden g des Gegenstan- 
des U eine Bildgerade i/' des 
Bildes S' entspricht; genauer 
allen Punkten A, B, C . , von Z", 
die auf einer Geraden (/ enthalten 
sind, solche Büdpunkte J!', B\ C ..., 
die auf einer Geraden g' enthalten ' 
sind (Fig. 3J. Die Sehstrahlen, die 
von den Punkten Ä, B f 1er "" ' 

Geraden (/ ins Auge gelangen 1 egen naml h sämtlich in einer 
Ebene, und zwar in d r|en g n lie i t iem Punkt K ver- 
bindet; ihr Schnitt mit de Ebene ß liefert die Büdgerade g'. 
Auf ihr liegen also auch d e P ii kte J. _B C . . .. 

Wir treffen noch einige Festsetzungen. Zunächst kann die 
Tatsache außer Betracht bleiben, daß wir es mit Sehstrahlen 
zu tun haben; wir fassen also diese Strahlen in ihrer geo- 
metrischen Bedeutung als gerade Linien auf und stellen sie 
uns überdies als unbegrenzt vor. Ebenso ersetzen wir auch 
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die Bildebene ß für die Ableitung der weiteren geometrischen 
Gesetze durch eine unbegrenzte Ebene. Den im Auge liegen- 
den Knotenpunkt K, also den Scheitel unseres Strahlenbündels, 
nennen wir von nun an Sq, bezeichnen die auf der Ebene ß 
eatstehende Figur S' auch als Projektion des Gegenstandes £ 
auf ß, und nennen den Strahl FS,^, der durch seinen Schnitt 
mit ß die Projektion P' des Punktes F liefert, den projizieren- 
den Strahl des Punktes F. Der Punkt So, durch den alle 
projizierenden Strahlen geheu, heißt Zentrum der Projektion, 
und 2' deshalb auch Zentralprojektion, ^) 

Wird die Zeichnung insbesondere so angefertigt, als ob sich 
das Auge in unendlicher Entfernung befindet, so daß also alle 
Sehstrahlen einander parallel werden, so sprechen wir von einer 
Parallelprojektion. Sie heißt orthogonal, wenn die proji- 
zierenden Strahlen auf der Bildebene senkrecht stehen, sonst 
schief. 

III. Das zeichnerische Grundgesetz. Dieses Gesetz stellt 
eine Art allgemeiner Vorschrift auf, nach der man das Bild 
eines Punktes oder einer Geraden von 2^ in der Ebene ß her- 
zustellen pflegt. Sie zerfällt in zwei Teile, 

1. Das Bild einer Geraden g, die zwei Punkte A und B ent- 
hält, bestimmen wir so, daß wir die Bildpunkte Ä' und B' 
zeichnen und die Gerade g' ziehen, die beide verbindet. 2. Analog 
bestimmen wir das Bild P' eines Punktes P in der Weise, daß wir 
uns durch P zwei Geraden a und i legen und ihre Bildgeraden 
a' und b' zeichnen. Deren Schnittpunkt ist der Bildpunkt P' 
von F. 

Wir bestimmen also die Gerade als Verbindungs- 
linie zweier Punkte und den Punkt als Schnittpunkt 
zweier Geraden. 

Freilich liegt in der vorstehenden Vorschrift zunächst ein 
Zirkel. Praktisch schwindet er dadurch, daß wir lernen werden, 
die Punkte A und JB und die Geraden « und J> in bestimmter 
geeigneter Weise so anzunehmen, daß die Vorschrift ausführ- 
bar wird. Hier beschränke ich mich auf folgende vorläufige 
Bemerkungen : 

Unter den Punkten, durch die wir eine Gerade g räumlich 
bestimmen können, gibt es zwei, die sich am natürlichsten dar- 

1) Als Projektion bezeich.net die Spraclie zwar anoh. den Prozesa 
des Projizioiens, zumeist aber sein Ergebnis. 
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bieten, iiiiil die wir deshalb als ausgezeichnete Punkte an- 
sehen können. Der eine ist der Punkt, in dem sie die Bildebene 
durchdringt, der andere ist ihr sogeaannter 
unendlichferner Punkt") (Fig. 4). Der 
erste Punkt wird auch Spur oder Spurpunkt 
der Geraden g genannt; wir bezeichnen ihn 
durch G'. Oifenbar Mit er mit seinem Bild- 
punkt zusammen. Man sieht zugleich, daß 
hierin eine Eigenschaft aller Punkte der Bild- 
ebene zutage tritt. Es besteht also der Satz; i^ig. 4. 

IL Jeder Punkt der Bildebene fällt mit seinem Bild- 
punkt zusammen. 

Um den Bildpunkt des unendlichfemen Punktes G^ von g 
zu konstruieren, haben wir zunächst die Gerade S^G^ zu 
ziehen, also durch S,, eine Parallele zu g zu legen, und dann 
ihren Schnitt mit der Bildebene /5 zu bestimmen. Dieser 
Schnittpunkt ist der Bildpunkt G^, Wir wollen ihn kurzer 
durch G bezeichnen und ihn den Fluchtpunkt der Geraden 
fl nennen,^) Der Fluchtpunkt einer Geraden ist also derjenige 
Punkt der Bildebene ß, der dem unendlichfernen Punkt dieser 
Geraden entspricht. Auf seine zeichnerische Bestimmung 
kommen wir noch näher zurück. 

Ich schließe mit einer Bemerkung, die die Herstellung der 
Figuren betrifft. 

Um die räumliche Wirkung zu erhöhen, zeichnet man 
die Bilder zweier windschiefer Geraden am besten so, daß sie 
sieh nicht schneiden. Vielmehr soll die hintere Gerade (vom 
beschauenden Auge aus gedacht) an der Stelle des geome- 
trischen Schnittpunktes etwas unterbrochen sein. Gerade dies 
bewirkt, daß las Au e s e als e e z mmenhängende, 
aber hinter d r nde en 1 egenle (. e de aiffaßt Diese Zeich- 
nungsart trägt aß or le tl ch u ko pe 1 hen Wirkung der 
Bilder bei, wie ma an den e nzelnen F gnren e kennt. ^) 



1) Eine aus h bchöre Ero t 
in § gegeben we den 
a) Es ist al G F u ht 
3) Vgl, den \nhang 



n Punkte kann 
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§ 2. Die allgemeinen Gesetze für die zeiclinerische 
Darstellung efcener Gebilde. 

Wir behandeln zimäclist die Herstellung der Bilder von 
ebenen Figuren. Insbesondere wollen wir uns die gegebene 
Fi^ur S in einer horizontalen Ebene y liegend denken, die 
wir zur Fixierung der Begriffe mit dem Fußboden zusammen- 
fallen lassen und Grundebene nennen. Die Bildebene, die 
wir uns, wie bereits erwäbnt, vertikal denken, heiße wieder ß. 
Endlieh denken wir uns das Auge S^ vor der Bildebene ß 
befindlich; die Figur 2?, von der auf ß ein Bild zu zeichnen 
ist, befindet sich dann naturgemäß hinter der Bildebene. 

Die Schnittlinie von y und ß soll Achse oder Grund- 
linie heißen; wir bezeichnen sie durch a. Da sie eine Gerade 
von ß ist, so fällt sie {§ 1, 11) mit ihrer Bildgeraden Punkt für 
Punkt zusammen. 

Wir beweisen nun zunächst den folgenden Satz: 
I. Die Fluchtpunkte aller Geraden von y liegen 
auf einer zur Grundlinie parallelen Geraden, dem so- 
genannten Horizont. 

Zum Beweise ziehen wir in der Ebene y irgendeine Gerade 
g und konstruieren ihren Fluchtpunkt.^) Gemäß § 1 erhalten 
wir ihn, indem wir dm-ch y.% 
die Parallele zu g legen und 
deren Schnitt G mit der Bild- 
ebene ß bestimmen. (Fig. 5.) 
"^Ä Diese Parallele liegt, welches 
auch die Gerade g sein mag, in 
derjenigen Ebene jj,,, die durch 
Sf, pai-ailel zur (rrundebene y 
Kgö gßht, unddiewirÄugenebene 

nennen. Daher liegt G- auf der Schnittlinie dieser Ebene tj^ 
mit ß, womit der Satz bewiesen ist. 

Die so bestimmte Gerade nennen wir den Horizont und 
bezeichnen ihn durch h. Seiner Definition gemäß ist er Ort 
der Bildpunkte aller unendlichfernen Punkte von y. Deren 




1) Bei uiiBeret Festsetzung über die Lage des Auges Kur ßildebotie 
kommt hier nur derjenige Teil der Geraden 3 in Betracht, der hinter 
der Bildebene liegt. Näheres in g 6. 
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Gesamtheit bezeiclmet die Sprache als Horizont; als dessen 
Bildgerade heißt h ebenfalls Horizont. 

Aus der Definition des Fluchtpunktes folgt unmittelbar, 
daß alle parallelen Geraden (/, g^, 9^ ■ ■ ■ denselben Flucht- 
punkt haben; für jede von ihnen ergibt er sich als Schnitt- 
punkt von ß mit dem nämlichen durch S^ gezogenen Strahl. 
Also folgt: 

n. Jeder Schar paralleler Geraden g, ffi, ,(/s . . . der 
Grundebene entsprechen in der Bildebene Geraden^', 
ffi, g'2 . . ., die durch einen und denselben Punkt des 
Horizontes gehen. 

Unter den Scharen paralleler Geraden von y nehmen vier 
eine bevorzugte Stellung ein; die zur Bildebene normalen Ge- 
raden, die beiden Scharen, die mit ihr einen 
Winkel von 45" einschließen, und die zu 
ihr parallelen Geraden. 

Für die zu ß normalen Geraden n er- 
halten wir den Fluchtpunkt, indem wir von 
S^ ein Lot auf ß fällen. (Fig. 6.) Der 
Fußpunkt -ZV ist der Fluchtpimkt; er heißt 
Augenpunkt. 

Die Fluchtpunkte der gegen ß unter hb- 6. 

45" geneigten Geraden l und r seien L und R. Sie heißen 
Distanzpunktc. Ihrer Definition gemäß bilden nämhch S^L 
und Sf^H mit ß je einen Winkel von 45", folghch ist 
1) S„N=NL^NB. 

Die beiden Punkte L und It bestimmen daher die Entfernung 
des Auges von der Bildebene; hierauf beruht es, daß die 
Kichtungen l und r praktisch wie theoretisch als bevorzugte 
Richtungen aufzufassen sind. 

Ist endlich p eine Gerade von ;', die zur Bildebene, also 
auch zur Grundlinie a parallel ist, 
so gilt dies auch für die Bildgerade p'. 
Für diese Geraden besteht deshalb 
eine einfache metrische Eigenschaft, 
die sich in folgenden Sätzen aus- 
drückt (Fig. 7). 

1. Ist £ der Halbierungspunkt 
der Strecke AC, so ist auch B' 
der Halbierungspunkt von Ä' C 
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2. Sind A, S, C irgend drei Ponkte von p, und A'^ B', C 
deren Bildpunkte, so ist 
2) AB -.SC: CA^A'B':B-C':C'A', 

Beides folgt unmittelbar aus dem bekannten Satz, daß 
irgend drei durch denselben Punkt gehende Geraden von zwei 
sie kreuzeudea Parallelen nach demselben Verhältnis geschnitten 
werden. Der Satz 1. ist übrigens nur ein Spezialfall von 2. 

Ist in der Bildebene außer den Distan /punkten L und B 
auch die Grundlinie a gegeben, so ist damit nicht allein die 
Entfernung des Auges von der Bildebene, soniiern auch seine 
Höhe über der Grundebene bestimmt, und zwar können a, L 
und M beliebig angenommen werden. Damit ist als- 
dann die Lage des Auges im Räume durch zeichnerische 
Be stimm ungs stücke festgelegt. 

Um die Entfernung des Auges von der Bildebene zu be- 
stimmen, kann man übrigens statt L und li die Fluchtpunkte 
IE und F irgend zweier Geraden e und f von bekannter Rich- 
tung auf dem Horizont h beliebig annehmen. Zieht man 
nämlich in der Augenehene ^j,, durch F die Parallele zu e und 
durch F die Parallele zu f, so gehen beide Parallelen durch 
Sg und bestimmen damit wieder die Lage des Auges zur Bild- 
ebene. ') 

§ 3. Die praktischen Regeln der zeichnerischen 
Darstellung. 

Eine Figur von y, von der wir m ß ein Bild herstellen 
sollen, muß geometrisch oder zeichnerisch gegeben sein; am 
besten auf demjenigen Blatt, auf dem wir die Zeichnung wirk- 
lich ausführen. Hierzu drehen wir die Ebene y um die Grund- 
linie a als Achse so lange, bis sie in die Ebene ß hineinfällt, 
und zwar unter dasjenige Stück von ß, auf dem das Bild ent- 
stehen soll. Beide Ebenen sind so auf demselben Zeich- 
nungsblatt vereinigt. 

Durch diesen Kunstgriff wird die zeichnerische Herstellung 
des Bildes außerordentlich erleichtert. Um nämlich au einem 

1) Man vgl. Fig. ä, in der man außer dem Fluchtpnntt G der Ge- 
raden g nur noch den Fluchtpunkt einer Geraden anderer Eichtnng an- 
zunehmen braucht. 
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§ 3. Jiie praktischen Jiegeln der zeichnerischen Darstellung. 9 

Punkt P voa y den Bildpunkt P' zu konstruieren, lege man (Fig, 8) 
gemäß dem zeichnerischen Grundgesetz von g 1 durch P je eine 
Gerade l und r^), und bestimme P' als 
den Schnittpunkt der Bildgeraden T uud r'. 
Diese beiden Bildgeraden lassen sieh un- 
mittelbar zeichnen. Ist nämlich L' der 
Schnitt von / mit a, so ist L' der Spur- 
punkt von l, seine Verbindung mit dem 
Fluchtpunkt/, liefert also die Bildgerade T. 
Ebenso erhalten wir die Bild gerade r', 
wenn wir den Punkt H mit dem Schnitt- 
punkt li' von r und a verbinden. i'ib- s 

In dem Vorstehenden ist die Hauptregel des praktischen 
Zeichnens enthalten. Hat man in y insbesondere eine Figur, 
die irgendwie aus Punkten und deren Verbindungelinien, be- 
steht, so wird man in der angegebenen Weise zunächst die 
Bildpunkte zeichnen, und dann die Verbindungslinien ziehen. 
Im übrigen wird man jedes Hilfsmittel, das eine Vereinfachung 
der Zeichnung gestattet, und jeden hierzu führenden Kunstgriff 
gern benutzen. Ich mache besonders auf folgende Tatsachen 
aufmerksam : 

1. In erster Linie empfiehlt sich die Benutzung solcher 
Geraden von y, die der Grundlinie parallel sind; denn ihre 
Bildgeraden sind gemäß § 2 ebenfalls zur Grundlinie parallel. 

2. Enthält die Figur 2^ eine Reihe paralleler Geradea 
9, 9u S'ä ■ ■ - (^ig- ^h ^'^ ^'^"^ ™^° zunächst zu einer, z. B. zu g, die 
Bildgerade g' bestimmen; in ihrem Schnittpunkt mit dem Hori- 
zont h hat man dann sofort den Fluchtptmkt G dieser Geraden- 
schar, und damit einen Punkt, durch den alle Bildgeraden g[, g'g- ■ - 
hindurchgehen. 

3. Hat man es mit einer Figur U zu tun, die zwei aus- 
gezeichnete Richtungen hat, die übrigens beliebige Neigung 
gegen die Grundlinie a haben können, so vereinfacht man sich 
die Zeichnung, indem man von vomhereiu deren Fluchtpunkte 
statt L und P auf /( als gegeben annimmt.^) 

1) Man beachte die richtige Lage der in y entlialtenen Stücke voa 
l und 1' in der ZeiehnungBebene. Ea muß l nach links unten und r 
nach rechts unten gehen, damit beide Geraden beim Zurückdrehen in 
die Ebene y in ihre richtige Lage kommen. 

■ 3) Hier wird immer vorausgesetzt, daß wir die Lage des Auges be- 
liebig annehmen dürfen. 
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4. Man beachte, daß die Wahl der Flu chtp unkte die Ent- 
femuiig des Auges von der Bildebene bestimmt. Da man einem 
Cfegeustand, von dem man einen guten Gesiehtseindruek er- 
halten will, nicht zu nahe stehen darf, so wird man, um gute 
Bilder zu erzielen, die Fluchtpunkte demgemäß annehmen müssen. 
ErfabruEgs gemäß ist es zweckmäßig, die Distanz LN gleich 
der doppelten Höhe oder Breite des Gegenstandes anzunehmend) 

5. Um möglichst genaue Bilder zu erhalten, empfiehlt es 
sieb, zeichnerische Üherbestimmungen zu henutaen. Um z. B. 
zu einem Punkt P den Bjldpunkt P' zu bestimmen, kann man 
P als gemeinsamen Punkt von drei durch ihn gehenden Ge- 
raden betrachten und zu ihnen die Bildgeradeu zeichnen; ist 
die Zeichnung vollkommen, so werden sie alle drei durch einen 
Punkt geben. ^) Die Genauigkeit der Zeichnung wird auch 
dadurch erhöht, daß man zunächst solche Punkte bevorzugt, 
in denen eine Symmetrie oder eine sonstige Regelmäßigkeit 
der Figur zum Ausdruck kommt, wie dies bereits in § i er- 
örtert wurde. 

Nach den vorstehenden Regeln sind die folgenden Auf- 
gaben behandelt worden, bei denen wir außer a im allgemeinen 
L und M als gegeben angenommen haben. 

1. Den Fluchtpunkt einer Geraden g 
zu zeichnen. (Fig. 9.) Ist P ein Punkt 
von g, so lege man durch P die Geraden l 
und r, konstruiere ihre Bildgeraden V 
und r', und verbinde ihren Schnittpunkt P' 
mit dem Spurpunkt G' , in dem g die 
Achse a trifft. Diese Verbindungslinie 
schneidet den Horizont /( im Flucht- 
punkt G. 

2. Das Bild einer quadratischen 
Teilung zu zeichnen, deren Linien senk- 
recht und parallel zur Achse verlaufen. (Fig. 10.) Die Dia- 
gonalen unserer Teilung sind lauter Linien l und r; jeder Tei- 
lungspunkt ist also ein Schnittpunkt je zweier solcher Geraden. 
Damit sind die Bildpunkte unmittelbar bestimmbar, und ebenso 
deren Verbindungslinien. 

1) Freilict konnte dies bei den Figureu dieser Schrift mit Rü(?k- 
siclit auf den Platz nicht immer ^eschelion. 

2) In l'ig. 8 gehen NP' nnd daa von P auf a gefällte Lot durch 
denselben Punkt der Achae. 



X 
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Hier kann man 
aiicTi die zur AcLse 
senkrechten Linien n 
und iliren Flucht- 
punkt N statt der 
Linien 1 oder r be- 
nutzen Voi allem aber 
ist zu beachten, daß 
jedei zui Achse par- 
allelen Geladen der 
Giundebene eine zur 
Achse parallele Ge- 
rade der Bildebene 
entspricht. 






3. In y ist eine reguläre sechseckige Teiluug gegeben; 
man soll ihr Bild zeichnen. (Fig. 11.) Da die Sechseckteilung 
stets zwei bevorzugte Scharen paralleler Linien enthält, die 
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Kg. lt. 

nicht zugleich der Achse parallel sind, wird man am besten 
tun, deren Fluchtpunkte als gegeben anzunehmen, und mit ihnen 
2u operieren, wie es Figur 11 erkennen läßt. Auch hier wird man 
von vornherein suchen, die Zeichnung öfters durch Überbe- 
stimmung zu kontrollieren, zumal wenn die Teilung Parallelen 
zur Achse enthält, 

4, Analog kann man die Zeichnung anderer Figuren aus- 
führen. Als Beispiele eignen sich besonders quadratische oder 
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.§ 4. Die Griindgeselxe der Perspektiven Besiehung. 



rechteckige Teilungen, sowie irgendwelche mittels regelmäßiger 
Teilungen hergestellte Muster. 

Ich schließe mit folgender Bemerkung. Bereits in § 1 
wurde erwähnt, daß eine au der Hand der geometrischen V"or- 
schriften ausgeführte Zeichnung erhebliche Ungenauigkeiten 
aufweisen kann. Die Quelle solcher Ungenauigkeiten liegt zum 
Teil darin, daß die zeichnerisch herzustellenden Punkte vielfach 
nur durch Vermittlung einer ganzen Reihe von Liiiiea (Ge- 
raden oder Kreisen) gewonnen werden. Dadurch können sich 
die Fehler addieren. Sie können besonders dann sehr stark 
werden, wenn man Punkte als Schnittpunkte Ton Geraden 
bestimmt, die einen kleinen Winkel einschließen. Dies ist 
daher stets zu vermeiden,^) 



§ 4. Die Grundgesetze der Perspektiven Bezieliuitg. 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, den allgem 



metrischen Inhalt e 



■stehenden Ausführungen in kürze 
zu entwickeln. Dazu 
lassen wir die Vorstel- 
lung fallen, daß die eine 
Ebene Grundebene, die 
andere Ebene Bildebene 
war, betrachten beide 
Ebenen als geome- 
trisch gleichwertig 
und bezeichnen sie in- 
sofern durch s und e'. 
Zu ihnen fügen wir 
wieder einen außerhalb 
von ihnen liegenden 
Punkt Sg (Fig. 12). 
Ein durch den Punkt S^ gelegter Strahl p^ trifft die Ebenen 
e und e' in zwei Punkten, die wieder P und P' heißen sollen, 

I) In neuere).- Zeit tat man sich auch der Präge zugewandt, wie 
man eine Figur durch ein Minimum aeichneriaeher Schritte (An- 
legen des Lineals, Schlagen eines Kreises usw.) erhalten kaan. Diese 
Untersuchungen, die wesentlich vun E Letnoine ausgehen, können eben- 
falla zur Vereinfachung der Ausführung beitragen; vgl. seine Schrift: 
Geometrographie ou art des constructions geoTQ^triques. Paris 1902. Aller- 
dings steht liier auch die (renauigteit dpr Zeichnung in yorderster Linie. 
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ebenso wird eine durch S^ gelegt« Ebene y^ die Ebenen s und 
s' in je einer Greraden g und g' schneiden. Gemäß dem all- 
gemeinen Sprachgebrauch der O-eometrie ordnen wir die 
Punkte P und P' und ebenso die Geraden g und g' ein- 
ander zu, nennen sie entsprechende Elemente beider 
Ebenen, und sagen, da,B die Ebenen e und b' perspektiv 
aufeinander bezogen sind; den Punkt S^^ nennen wir das 
Zentrum der Perspektiven Beziehung. 

Die Schnittlinie der beiden Ebenen i und s' hat wieder 
die Eigenschaft, daß jeder ihrer Punkte sich selbst entspricht; 
sie heißt Perspektivitatsachse und soU jetzt durch s = s' be- 
zeichnet werden. 

Aus unserer Definition ergibt sich gemäß den Erörterungen 
vou § 1 unmittelbar die Richtigkeit des folgenden Grundgesetzes 
der Perspektiven Beziehui^: 

I. Den Punkten Ä, B,C, ... einer Geraden g ent- 
sprechen Punkte A', B', C, . . . der entsprechenden Ge- 
raden ^', und den Geraden ^, A, A ,. ., die dnrch einen 
Punkt F gehen, entsprechen Geraden g', h', h' . . ., die 
durch den entsprechenden Punkt F' gehen. 

Femer ergibt sich weiter für je zwei entsprechende Gerar 
den g und g' das Theorem: 

IL Zwei entsprechende Geraden g und g' beider 
Ebenen sehneiden sieh auf der Perspektivitätsachse. 

Der Beweis folgt immittelbar aus dem grundlegenden Satz, 
daß der Scheitel einer dreiseitigen körperhchen Ecke zugleich 
Schnittpunkt ihrer drei Kanten ist. Ihn wenden wir auf die 
Ecke an, die von e, s' und der Ebene y^ gebildet wird, die g 
und g' enthält und durch Sq geht. Die Kanten dieser Ecke 
sind die Schnittlinien von je zweien dieser Ebenen, namlich 

s = {b, £'), g - {b, 7o), g' = {/, y^) 
mithin gehen s, g, g' in der Tat durch einen Punkt. 

Auf derselben Tatsache beruht der Beweis eines weiteren 
Satzes, aus dem wir zwai erst spater Nutzen ziehen werden, 
der abei tchon hiei eine btelle finden möge 

Wii betrachten dazu eine dreiseitige Ecke mit dem Scheitel 
Ä'o, und faft&en ihre Schnitte mit den Ebenen f und f ms Auge 
(Fig. 1^)^} Diese Schnitte ^md zwei Dreiecke ihie Seiten, die 

i; Die ligui stLÜt zugleich ihe Durchiiiinjimg eine» drei&iitigen 
Prisma'j ui d einei druseitigen Pyiamide du 
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a, h, c imd a',h',c' heißen 
sollen, bilden je ein Paar ent- 
sprechender Geraden von e 
und b'. Nach Satz II schnei- 
den sich also je zwei ent- 
sprechende TOD ihnen in einem 
Punkte ¥on s. Die drei Punkte 
Ä- = {a,a'), B"^{h,h'), 
C" = (c, e') 

liegen daher auf der Geradens. 
Dies ist unser Satz. Älsofo^t: 

III. Satz des Desargues^): Werden aus einer drei- 
seitigen Ecke durch zwei Ebenen s und s' zwei Drei- 
ecke ausgeschnitten, ao treffen sich die entsprechenden 
Seiten dieser Dreiecke in Punkten, die auf einer Ge- 
raden liegen, und zwar auf der Schnittlinie von £ und s'. 

Der Satz und sein Beweis bleiben gültig, wenn der Punkt 
Sq ins Unendliche rückt, also die Ecke in ein dreiseitiges 
. Prisma Übergeht. Dies folgt unmittelbar daraus, daß die Lage 
von Sf, für den Beweis in keiner Weise benutzt wird. 

Für besondere durch den Punkt S^ gehende Ebenen be- 
stehen wieder Gesetze einfacher Art,^) Ich führe zunächst die 
folgenden, an: 

1. Eine zur Achse s senkrechte Ebene r,, schneidet die 
Ebenen 6 und e' in zwei ebenfalls zur Achse s senkrechten Ge- 
raden n und n'. 

2. Eine zur Achse s parallele Ebene Kq sehneidet die 
Ebenen s und s' in zwei aneinander und zu s parallelen Ge- 
raden p und p'. 

3. E'ür drei Punkte A, B, C einer solchen Geradeu^ imd 
die entsprechenden Punkte A', B', 6" von p' besteht die Re- 
lation 

1) AB:BC:CA^ A'B' : B'C : CA', 

was sich ebenso ergibt wie die analoge Tatsache in § 2. Dem 

Halbierungspunkt einer Strecke von p entspricht also wieder der 

Halbierungspunkt. 

1} Vgl. den Anhang, i. 

3) Auf weitere durch iS„ gehende Gerade und Ebenen besonderer 
Art kommen wir in g 6 ausführlicher zuriiok. 
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Ein besonderer JB'all der Perspektiven Lage tritt dann ein^ 
wenn die Ebenen e und s' parallel sind. Dann sind je zwei ent- 
sprechende Geraden parallel, und je zwei entsprechende Figuren 
einander Ehnlicli. Ebenen dieser Art heißen ähnlich auf- 
einander belogen. 



§ 5. Die parallelpcrspektive Lage. 

Rückt das Perspektivitätszentrum S^ ins Unendliche, so 
werden alle projizierenden Strahlen eiüauder parallel, und 
die Figuren der einen Ebene werden Parallelprojektionen 
von denen der anderen. In diesem FaU nennen wir die Ebenen 
s und e' parallelperspektiv aufeinander bezogen. Für diese 
Lage bestehen gewisse einfachere Beziehungen, die uns später 
nützlich sind, und die ich hier zunächst im Zusammenhang 
folgen lasse. Sie ergeben sich meist als unmittelbare Folgen 
bekannter Sätze über parallele Linien und Ebenen. 

1. Parallelen Geraden der einen Ebene entsprechen 
parallele Geraden der anderen; einem Parallelogramm ent- 
spricht also wieder ein Parallelogramm.') 

2. Die Relation 1) des vorigen Paragraphen gilt jetzt für 
je zwei entsprechende Geraden g und g' beider Ebenen; sind 
also A; -B, G drei Punkte einer Geraden j?, und Ä', H', C ihre 
entsprechenden Punkte in s', so ist stets 

1) AB: BG : CA = A'B' : BV : CA'. 

Man kann diese Relation auch in die Form 
,-,. Ä'_B' __ B'C _ CA' _ 

I AB^ BC ~ CA '~ ^ 

setzen; sie sagt dann aus, daß jede Strecke von g' das pfache 
der entsprechenden Strecke von g ist. Je nach dem Wert von 
erseheinen also die Strecken einer jeden Geraden von £ in s' 
nach einem konstanten Verhältnis vergrößert oder verkleinert- 
Wir nennen p den zugehörigen Proportionalitätsfaktor. 

3. Der Proportionalitätsfaktor p ist für die einzelnen Ge- 
raden im allgemeinen verschieden; für alle zueinander 
parallelen Geraden hat er den gleichen Wert. Sind 

1) Pie Ebenen die zwei parallele treride» von c mit S^ verbinden^ 
slud nämhth m diPoem lall piiiallLl und schneiden daher anch t' in 
parallelen Geiaden 
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§ 5. Die parallelperspektive Lage. 



nämlieli g und f zwei parallele Geraden von i, und werder, auf 
üinen (Fig. 14}^) die Punktepaare Ali und CD so an gen om inen, 
daß AJBCD ein Parallelogri^mm 
ist, so ist auch AB' CD' ein 
Parallelogramm, also A'H' = 
CD', und daher auch 
A'Ti' c'jr 




AB 



Vi) 



4. Da in der Schnittlinie ä 
von E und e' je zwei entspre- 
chende Punkte vereinigt liegen, 
so hat der Proportionalitätsfaktor 
für s den Wert p = 1. Nach 3. gilt dies also auch für 
jede zu s parallele Gerade. 

5. Die Gesamtheit aller Strahlen, die durch zwei eüt- 
sprechende Punkte P und F' gehen, nennen wir entsprechende 
Strahlenbüschel. Sind a, a' und h, V zwei Paare ent- 
sprechender Strahlen, so werden die von ihnen gebildeten Winkel 
{ah) und («'&') im allgemeinen voneinander verschieden sein. 
Es liegt aber nahe zu fragen, ob diese Winkel fflr gewisse 
Strahlenpaare einander gleich sein können. Dies soll zu einem 
Teile beantwortet werden, und zwar beweisen wir folgenden 
Satz: 

I. In zwei entsprechenden Strahlenbttscheln der 
beiden Ebenen s und &' gibt es stets ein Paar ent- 
sprechender rechtwinkliger Strahlen. 

Dies ist zunächst für den Fall unmittelbar evident, daß 
die Richtung der projizierenden Strahlen auf einer der beiden 
Ebenen, a. B. auf f' senkrecht steht, daß es sich also um eine 
Orthogonalprojektion (§ 1,11) handelt. In diesem Fall ent- 
sprechen sich nämlicli sowobl die beiden Strahlen, die durch 
P und P' parallel zur Achse s laufen, wie auch diejenigen, die 
auf ihnen senkrecht stehen. Dies gilt auch dann noch, wenn 
die Richtung der projizierenden Strahlen in eine zu s senk- 
rechte Ebene fällt, sonst aber beliebig ist. Immer sind 
in diesen Fällen die Geraden, die parallel und senkrecht 



1) Die Fijiu- enthält zugleich die Darcluiringung einea dreiaeitigeii 
und eines vierseitigen I'rismaB. Diese iat also so zu zeiciinen, daß Satz 
III yon. § 4 für jedes Paar entapreehender Geraden erfüllt iat. Vgl. 
auch § 14, Beispiel i. 
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za s durch P und P' gehen, entsprechende Geraden beider 
Ebenen und bildeu daher entsprechende rechte Winkel.^) 

Wir haben den Beweis also nur noch für den Fall zu 
führen, daß die von P und P' auf s gefällten Lote keine ent- 
sprechenden G-eraden sind. Dazu erinnere man sich, daß sich 
je zwei entsprechende Strahlen a und a' gemäß § 4, II auf der 
Achse s schneideu. Sind also (uv) und (u'v') entsprechende 
rechte Winkel, so schneiden sich u und w' in einem Punkt U 
von s, und v und v' in einem Punkt V, und es sind UP V und 
UP'V rechte Winkel. Man drehe nun (Fig. 15) die Ebene e' 
um die Achse s in die Ebene s hinein, 
so werden unserer obigen Annahme ge- 
mäß P und P' nicht auf einer zu s senk- 
rechten Geraden liegen. Andererseits 
liegen P und P' auf dem Kreis mit dem 
Durchmesser UV. Damit sind aber U ^ ^- 

und F konstruierbar, nämlich als Schnitt- 
punkte von s mit demjenigen eindeutig bestimmten Kreis, dessen 
Mittelpunkt Jf zugleich auf s und auf dem zu PP' gehörigen 
Mittellot liegt. Es folgt noch, daß wenn P' nicht auf P fällt, 
es nur ein solches Punktepaar U und V, also auch nur ein Paar 
entsprechender rechter Winkel mit P und P' als Scheiteln 
geben kann. Damit ist der Satz bewiesen.^) 

6. Um zwei gegebene Ebenen s und e' parallelperspefctiv 
aufeinander zu beziehen, genügt es, einem beliebigen Punkt 
der einen Ebene einen beliebigen Punkt der anderen als ent- 
sprechend zuzuweisen; denn diese Punkte P und P' bestimmen 
durch ihre Verbindungslinie die Richtung der projizierenden 



strahlen und damit die 


Perspektive Beziekung. Datüit ist zu 
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18 §5. Die parallelperspektive Lage. 



Dagegen wird die ebengenannte Mögliehkeit, zu einem Puiilit Q 
der Ebene s den Bildpunkt Q' von s' zu konstruieren, bm- 
fällig. Ihr Ersatz besteht in folgendem Theorem: 

IL Zu einem Punkt P der Ebeae b kann man den 
Bildpunkt F' zeichnerisch bestimmen, sobald drei 
Paare entsprechender Punkte A, B, C nnd Ä', B', 6" 
bekannt sind. 

Zieht man nämlieb (Fig. 16 und 17) durch P je eine Par- 
allele zu den Seiten AB und AC, sind B^ und Cj ihre Schnitt- 
q^ punkte mit diesen Seiten, 

^t<^ und B[ und C[ wieder deren 

Bv- y^ '"•>J>' Bildpimkte in e', so hat man 

'J (i'^ c 's^ AG^:C,C=A-C[:C[C\ 

^'e-i«- *''e:"- Damit sind die Punkte B[ 

und Cj konstruktiv bestimmt. Man hat daher nur noch durch 
5j und C[ je eine Parallele zu A'C und AB' zu ziehen, und 
erhält in ihrem Schnittpunkt den Punkt P'.*) 

8, Wichtig ist endlich noch, daß man zwei Ebenen s und 
f' in parallelperspektive Lage bringen kann, wenn mau weiß, 
daß die unter 1. bis 5. genannten Eigenschaften für sie er- 
füllt sind; es reicht sogar schon die Kenntnis eines Teiles 
dieser Eigenschaften hin. Es besteht nämlich der Satz: 

IIL Sind zwei Ebenen so aufeinander bezogen, daß 
für sie die unter 1. und 2. genannten Eigenschaften 
bestehen, und daß in ihnen mindestens ein Paar ent- 
sprechender Geraden existiert, für das der Proportio- 
nalitätsfaktor den Wert p ■=- 1 hat, so können sie in 
parallelperspektive Lage gebracht werden. 

Ist nämlich s und s' ein Geradenpaar, für das p = 1 ist, 
so daß also für drei Paare seiner Punkte A, B, C und A', B', 6" 
die Gleichungen 

AB=A-B', BO=B'C\ CA = C'A' 

bestehen, so bringe man £ und f' irgendwie in eine solche 
Lage (Fig. 18), daß s' auf s fällt, und A', B', C auf A, P, C, 
was möglich ist. Dann ist, wie sich zeigen wird, die j 
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Perspektive Lage bereits hergestellt. Ist nämlich a eine Ge- 
rade von {, die dnrcli den Punkt Ä von s geht, und sind 
A^, Ä^, Ä^ ■ ■ ■ irgendwelche Punkte auf ihr, so geht auch a' 
durch -4, und man hüt überdies ge- a fr- 
maß 2. die Relation // 

AÄ, : A.A. : A.A. ... ^ AA', l 



: A:A' : AlA' . 



—p. 



Daher bilden die Verbindunga- ^ ^'b- !»■ 

linien A^A[, A^A'^, A^A'^ . ■ . ein Büschel paralleler Strahlen. 

Denkt man sich nun die beiden Ebenen e und e' durch 
Strahlen der so bestimmten Richtung paraUelperspektiv auf- 
einander bezogcD, und bezeichnet den so zu einem jeden Punkt F 
zugeordneten Punkt zunächst durch P", so ist nur noch zu 
zeigen, daß P" mit P' identisch ist. Dazu verbinde man P 
mit einem Punkt B von s und einem Punkt A^ von a so, daß 
PBAA^ ein Parallelogramm ist, dann ist nach Voraussetzung 
auch P'BÄÄ^ ein Parallelogramm, und ebenso ist gemäß ]. 
F"BAÄ^ ein Parallelogi-amm. Da nun A'^ mit A',l identisch 
ist, so gilt dies auch für P' und P", womit der Beweis er- 
bracht ist.^) 

9. Hieraus folgern wir endlieh noch, daß zwei Ebenen, 
denen die im Satz III vorausgesetzten Eigenschaften zukommen, 
auch alle übrigen in diesem Paragraphen genannten Eigen- 
schaften besitzen. 



§ 6. Die uiieiidlicliferneii Elemente. 

Die Theorie der sogenannten unendlichfernen Elemente 
hat sich im Anschluß an die Lehre von der Perspektiven Be- 
ziehung entwickelt. Wir werden daher ebenfalle diesen Weg 
einschlagen und gehen zu der in § 4 erörterten Perspektiven 
Beziehung zurück. Naturgemäß soll es sich hier in erster 
Linie um eine systematische Darlegung handeln. 

Sei p^ ein zur Ebene s paralleler Strahl des Strahlen- 
hündels S,,, so ist er zu s' nicht parallel und wird daher s' 
in einem Punkt P' schneiden, während ein eigentlicher Schnitt- 
punkt mit £ nicht vorhanden ist.^) Die in § 4 dargelegte 



1) Ygl. den Anhang, 5. 

2) Die Beaeichnnng weicht in diesem Paragraph TOn der früheren ab. 
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Grundlage der Perspektiven Beziehung, die jedem 
Punkt der einen Ebene einen Punkt der anderen zu- 
ordnet, erleidet also für den Strahl p^ zunächst eine 
Ausnahme. Wir beseitigen sie, indem wir auch zwei par- 
allelen Geraden einen und nur einen gemeinsamen Punkt bei 
legen; wir nennen ihn ihren utiendlichfernen Punkt. Die Be- 
deutungunddieTragweitedieserFeatsetzung erhellt aus folgendem. 
Zunächst folgern wir, daß allen einander parallelen Ge- 
raden derselbe unendlichfeme Punkt beizulegen ist. Ist näm 
lieh G^ der gemeinsame Punkt zweier parallelen Geraden g und g^, 
und ist auch g^ zu g parallel, so haben unserer Festsetzung 
gemäß auch g und g^ ihren unendlichfemen Punkt gemein, 
und da es für jede Gerade nur einen geben soll, so geht sowohl 
i/^ als auch-(/g durch G^ hindurch. 

Nun denke man sich in der Ebene a irgendeine Gerade 
p gezogen, die zu dem oben angenommenen Strahl p^ parallel 
ist, so habea auch diese beiden Geraden ihren unendlichfemen 
Punkt gemein; es geht also Pf^ durch den unendlich fernen 
Punkt F^ Ton p hindurch. Die obenerwähnte Äusnahme- 
stellting des Strahles p^^ ist damit beseitigt; er hat jetzt mit e 
und e' je einen Punkt gemein, nämlich P' und P^, und ordnet 
auch diese Punkte einander zu. 

Übrigens ist, was zu bemerken ist, der zu P' so zugeord- 
nete Punkt F^ davon unabhängig, welche zu j),, parallele Ge- 
rade von e wir zu seiner Definition benutzen; in der Tat gehen 
alle diese Geraden durch denselben 
Punkt P^ hindurch. 

Sei nun wieder (Fig. 19) ij^ 
diejenige durch S^ gehende Ebene, 
die zu £ parallel ist, so wird sie e' 
in einer Geraden h' schneiden, 
während eine Schnittlinie mit t 
zunächst fehlt. Um diese Aus- 
nahme z\i beseitigen, legen wir 
^'s-^"- auch den Ebenen £ und ij,, eine 

ihnen gemeinsame Gerade bei, die wir ihre unendlich- 
ferne Gerade nennen und durch h^ bezeichnen. Wie oben, 
folge™ wir zunächst wieder, daß alle zueinander parallelen 
Ebenen dieselbe uuendlicbferne Gerade enthalten. 

Wesentlich ist weiter, daß die so eingeführte unendlich- 
ferne Gerade h^ die allgemeine Eigenschaft besitzt, die einer 
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Scliiiittlmie zweier Ebenen zukommt, daß sie nämlich Ort alier 
in e enthaltenen unendlichfernen Punkte ist. Falls nämlich 
wieder p irgendeine Gerade von e ist, und p^ der durch S^ 
gehende zu p parallele Strahl, so liegt p,, in tj^, und daher 
gehört der Punkt P^, den pg mit b gemein hat, zu den Punkten, 
die rjg mit e gemein hat; er ist also in der Tat ein Punkt 
von h^. Der Schnittpunkt P' von pg mit e' liegt aus dem- 
selben Grund auf h'. In Übereinstimmung mit § 2 bezeichnen 
wir h' als die Fluchtlinie von e'. 

Ebenso kann man in der Ebene &' eine unendliehferne 
Gerade h'^ definieren; sie entspricht der Geraden Je von s, in 
der k von der zu e' parallelen durch i5„ laufenden Ebene ge- 
schnitten wird, und die die Fluchtlinie von s darstellt. 

Man folgert endlich noch unmittelbar den folgenden Satz: 

I. Bei parallelperspektiver Beziehung zweier Ebe- 
nen £ und *' entspricht dem unendlichfernen Punkt 
einer Geraden g von e der unendlichferne Punkt ihrer 
Bildgeraden in e', und der unendlichfernen Geraden 
von £ die unendlichferne Gerade von s'. 

Die so eingeführten unendlichfernen Punkte und Geraden 
bezeichnet man auch als uneigentliche Elemente. 

Ihre allgemeine Bedeutung ist die, daß sie für die Geo- 
metrie eine ähnliche Rolle spielen, wie die irrationalen oder 
komplexen Zahlen für die Arithmetik. Sie verbürgen die 
Ausnahmslosigkeit der Grundgesetze und bewirken 
dadurch die Abgeschlossenheit des Lehrgebäudes. Ich 
will dies für die einfacheren grundlegenden Sätze hier ausführen.^) 

Beschränken wir uns auf eine Ebene, so gelten jetzt für 
sie ausnahmslos die folgenden Sätze: 

1. Zwei Geraden bestimmen einen Punkt, nämlich ihren 
Schnittpunkt, und 2. zwei Punkte bestimmen eine Gerade, näm- 
Hch ihre Verbindungsgerade, 

Sind nämlich im ersten Fall beide Geraden eigentliche 
Geraden, so haben sie entweder einen endlichen oder einen 
unendlichen Punkt gemein; ist aber eine der beiden Geraden 
nneigentlich, so hat sie mit der eigentlichen Geraden deren 
imendhchfemen Punkt gemein. 

Sind zweitens von den Punkten beide eigentlich, so be- 
stimmen sie eine eigentliche Gerade, und ebenso erhellt, daß 

1) Vgl. den Aiiiang, 6. 
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zwei uueigeiitUclie Punkte die unendlichfeme Gerade als Ver- 
bindungslinie bestimmen. Ist endlich der eine Punkt ein 
eigentücher Punkt P, und der andere ein uneigentlicher Punkt 
Q^, so ist dieser seiner Definition gemäß der unendlichferne 
Punkt einer Geraden q bestimmter Richtung, und die durch 
P zu g gezogene Parallele ist die Verbindungslinie beider 
Punkte. Die Grundgesetze bleiben also in der Tat für die 
uneigentlichen Punkte und Geraden in Kraft, Hiermit ist zu- 
gleich die Berechtigung ihrer Einführung nachgewiesen. Zu- 
gleich erfährt so das in § 1 aufgestellte zeichnerische Grund- 
gesetz eine nachträgliche Motivierung. 

In ähnlicher Weise kann man auch für den ßaum un- 
eigentliche Elemente definieren und die Permanenz der Grund- 
gesetze für sie darlegen. Ich beschränke mich auf die An- 
gabe der grundlegenden Festsetzungen. Diese sind: 

1. Alle zueinander parallelen Geraden haben einen und 
denselben uueigentlichen Punkt miteinander gemein, nämlich 
ihren unendlichf erneu. 

2. Alle zueinander parallelen Ebenen haben eine und die- 
selbe uneigentliche Gerade miteinander gemein, nämlich ihre 
unendliehferne. 

3. Alle zu einer Geraden parallelen Ebenen enthalten den 
unendlichfernen Punkt dieser Geraden. 

4. Alle die Geraden und Ebenen, die gemäß den Sätzen 
1. und 3. durch einen unendlichfernen Punkt hindurchgehen, 
hat man als die sämtlichen Strahlen und Ebenen eines Strahlen- 
bündels anzusehen, dessen Scheitel S^ sich ins Unendliche ent- 
fernt hat. Die ParaJlelperspektiye erscheint also auch bei 
dieser Betrachtung als derjenige Spezialfall der allgemeinen 
PerspektiTe, bei dem der Scheitel ins Unendliche gerückt ist. 

5. Die Gesamtheit aller unendliehfemen Punkte und Ge- 
raden des Raumes hat man als die unendliehferne Ebene di's 
Raumes einzuführen.') 



§ 7. Anwendung auf einige zeichnerisehe Aufgalen. 

Für die folgenden Zwecke denken wir uns die Ebene £ 
wieder horizontal und a' vertikal, und fassen zunächst 
die Achse, die Fluchtlinien und die unendlichfernen Geraden 

1) Vgl. deu Anhang, 7, 
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ins Auge. Sie bilden drei Paare entsprechender Geraden, 
nämlicli (Fig. 20) 

1. }i, h', 2. s = s' und 3, /■, /.' 



Diese Geraden teilen die Ebenen s und e' 
Teile, die wir durch I, 11, III und I', 



in drei entsprechende 
II', III', bezeichnen 



Z' sieh in der 




wollen. Wir denken uns nun, c 
Ebene s' bewegt, und betrachten 
die Bewegung der entap rechenden 
Figur H in s. Sobald die Figur 2^' 
die Fluchtlinie h' erreicht, wird 
sieh die entsprechende Figur Z! 
in £ zunächst bis ina Unendliche 
dehnen, und wenn 27' die Flucht- 
linie /(' überschreitet, also ans dem 
Teil I' in den Teil III' übertritt, 
wird S das TJneudliehe durch- pig. so. 

setzen und ebenfalls teils zu I teils zu II gehören, also schein- 
bar in zwei getrennte Stücke zerfallen. Die Permanenz der Ge- 
setze, die wir für beide Ebenen zugrunde legen, führt uns aber 
dazu, auch die Figur der Ebene s durch das Unendliche 
hindurch als zusammenhängend zu betrachten. Dies ist 
nichts anderes als was wir in § 6 für die Gerade g einführten; 
auch sie soll im Punkte G^ .ebenso zusammenhängen, wie die 
Büdgerade g' im Fluchtpunkt &^). Hiervon woUen wir nun 
"einige Anwendungen machen. 

Sei zunächst K' ein im Gebiet H' von t' enthaltener 
Kreis, so wird ihm in der Ebene s eine im Gebiet II enthaltene 
Ellipse entsprechen; die sämtlichen Strahlen, die den Punkt &',, 
mit den Punkten von K' verbinden, bilden nämlich einen Kegel 
zweiter Ordnung, und sein Schnitt mit der Ebene e stellt die 
ebengenannte Ellipse dar^). Wenn wir jetzt den Kreis K' so 
annehmen, daß er die Fluchthnie h' berührt, so wird die in e 
gelegene EUipae in eine Parabel übergehen, nnd wenn K' 
die Fluchtlinie h' kreuzt, so erhalten wir in s eine Hyperbeh 

1) Die ziieiDander parallelen Geraden g, g^, g^ ... vou e bezeichnet 
man deshalb aach als ParallelBtrahlenbiischel nnd nennt ff„ seinen 
Scheitel. Die ihnen entsprechenden Geraden bilden in e' einen ge- 
wühnlicliea Strahlenbiiacliel mit dem Seheitel ff. 

2) Ich setze als bekannt vorans, daß jeder Kegel, der durch Pro- 
jektion eines Kreises vom Punkte S„ aus entsteht, durch eine Ebene in 
einer Kurve zweiter Ordnung geschnitten wird. 
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§ 7, Anwendung auf einige seicknerisdie Aufgaben. 



Wir haben ims also vorzustellen, daß auch Parabel und Hyperbel 
geeclilossene Kurven sind, daß die Parabel von der unendlicb 
fernen Geraden berührt wird, nnd daß die beiden Äste der Hyper- 
bel im Unendlichen zusammenhängen. Die Einheitlich- 
Iceit der Auffassung wird hierdurch außerordentlich gesteigert. 
Überhaupt besteht der allgemeine ITutzen der Perspektiven 
Betrachtung darin, daß wir lernen, in den verschiedenen 
Einzelfällen das Gieichbleibeude und Unveränderliche zu er- 
kennen nnd die Einzelfälle zu einer höheren Einheit zusammen- 
zufassen. 

'Es leuchtet ohne weiteres ein, daß wir die vorstehenden 
Tatsachen benutzen können, um analog zu § 3 Ellipsen, Para- 
beln und Hyperbeln zeichnerisch herzustellen; nur tritt für die 
praktische Ausführung eine kleine Modifikation ein. Wir wollen 
nämlich, wie eben geschehen ist, den gegebenen Gegenstand 
in der Ebene e' liegend annehmen, und in s die ihm ent- 
sprechende Figur herstellen. Dabei gehen wir wieder so zu 
Werke, daß wir die Ebene a um die Achse s in die Zeichnungs- 
ebene *' hineingedroht denken, haben aber nun, um zu einem 
Punkt P' von s' den ihm entsprechenden Punkt F von s za 
finden, die in § 3 angegebene Vorschrift in umgekehrter 
Reihenfolge auszuführen. Sind also jetzt (Figur 8, S. 9) P', L und 
It gegeben, so ziehen wir zunächst l' = LF' und r' = LIi', be- 
stimmen die Schnittpunkte mit s, und ziehen durch sie unter 45* 
die Geraden i und r, diein ihrem Schnittpunkt den Punkt P liefern. 
In dieser Weise sind die folgenden Figuren gezeichnet worden. 




Die Figuren 21, 22 und 23 enthalten die dem Drei 
A'B'C entsprechenden Dreiecke ABC der Ebene e. Sie ent- 
stehen unhiittelbar, indem man zu A'B'C in der ebengenannten 
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Art die Bildpunkte konstruiert^). In Fig. 22 liegt eine seiner 
Ecken im Unendlichen, in Fig. 23 zieht sich die Dreiecksfläche mit 
der Spitze G durch das Unendliche hindurch; man zeichnet es am 
besten so, daß man auf A'C und B'C je einen Punkt D' 
und E' beliebig auswählt und deren Bilder D und i' konstruiert. 
Damit sind die Richtungen von AG und 7? (7 bestimmt. 

Ich schließe mit einigen Winken, die die Zeichnung von 
Ellipse, Parabel und Hyperbel betreffen. Die Zeichnung kann 
zunächst in der Weise er- 
folgen, daß man zu einer 
Reihe von Punkten des 
Kreises die ihnen in e ent- 
sprechenden Punkte kon- 
struiert, und die diese 
Punkte verbindende Kur- 
venlinie annäherungsweise 
herstellt. Um ein mög- 
lichst gutes Kurvenbild zu 
erhalten, können folgende 
Hinweise dienen {Fig. 24): 

1. Den beiden zur 
Achse parallelen Tangen- 
ten p' und p[ des Kreises 
entsprechen zwei zur Achse 
parallele Tangenten p und 
jjj des Kegelschnitts; sollte 
der Kreis die Fluchtlinie Ä' 
berühren, so daß der Kegel- 
schnitt eine Parabel ist, so 
ist eine dieser Kegelsehnitt- 
tangenten die unendlich- 
ferne Gerade. 

2. Dem Kreisdurchmesser d', der die Berührungspunkte 
der ebengenannten Tangenten enthält, entspricht deshalb ein 
Durchmesser d des Kegelschnitts. 

3. Einer Sehne Ä'B' des Kreises, die auf diesem Durch- 
messer (? senkrecht steht, entspricht gemäß § 4 eine Sehne AB des 
Kegelschnitts, die durch den Durchmesser d halbiert wird, 

1) Die Hilfslinien sind in den Fignren nachträglich wieder getilgt 
worden. Übrig-ens sind auct die nicht sichtbaren Paukte B für die 
Zeichnuno; benutzt worden. 
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26 § S. AMgemeine Gesetze der ebenen Darstellung räumlicher Figuren. 

4. Ist dec Kegeiaclinitt eina EllipsCj so erhält man den 
zu ä konjugierten Durchmesser d^ uud die zu d pai^allelen Tan- 
genten t und t^ der Ellipse wie folgt. Da t und t^ unter sich 
und mit d parallel sind, so schneiden sich die entsprechenden 
Tangenten (' und t'^ des Kreises auf der Fluchtlinie h' und gehen 
insbesondere durch den Schnitt Ton h' und d'. Diese beiden 
KreistsHgenten sind aber in b' leicht konstruierbar. Man hat 
daher nur die ihnen in s entsprechenden Geraden zu bestimmen, 
und auf ihnen noch die Punkte P und Q, die den Berührungs- 
punkten P' und Q' der Kreistangenten entsprechen. 

ö. Ist der Kegelschnitt eine Hyperbel, und sind £' und F' 
die Punkte, in denen der Kreis K' die Fluchtlinie kreuzt, so 
entsprechen den Kreistangenten in E' und F' die Asymptoten 
der Hyperbel, 

Eine zweite Methode besteht darin, die Kurven als Euve- 
loppen ihrer Tangenten aufzufassen, und zu einer Reihe von 
Kreistangenten die Bildgeraden zu zeichnen. In allen Fällen 
wird man Übrigens auf die Symmetrie der Figuren in erster 
Linie bedacht sein und alle Vorteile benutzen, die aus ihr fließen 
(vgl. §3,5). 1) 



§ 8. Die allgememeii Gesetze der ebenen Darstellung 
räumlicher Figuren. 

Die allgemeinen Gesetze und Vorschriften von § 1 gelten 
ihrer Ableitung nach auch für die zeichnerische Darstellung 
beliebiger räumlicher Figuren. Wir werden daher auch 
im Raum Punkte und Geraden als die einfachsten Gebilde be- 
trachten, mit denen wir zeichnerisch operieren, steUea den Punkt 
wieder als Schnitt zweier durch ihn gehender Geraden und die 
Gerade als Verbindungslinie zweier ihrer Puukte, insbesondere 
von Spur und Fluchtpunkt dar, und suchen zunächst wieder 
solche Geraden, denen besonders einfache zeichnerische Eigen- 
schaften zukommen. Die Bildebene ß denken wir uns nach 
wie vor vertikal. Unter den horizontalen Ebenen des Raumes 
wählen wir eine aus, die den Fußboden darstellen soll, und 
die wir die Grundebene y nennen; ihre Schnittlinie mit der 

1) Es ist sehr za empfehlen, die Zeichnung' von Parabel und Hyperbel 
selbst auszuführen, sowobl nach, der ersten, wie nach der zweiten Metbode. 
Man kann übrigens auch beide Methoden verbinden. 
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§ S. Allgemeine Gesetze der ebenen Darstellung räimüicher Figwren. 27 

Bildebene heiße wieder Gfrundlinie nnd werde dureb a be- 
zeicbnet. Die Gerade von ß, die die Fluebtpunkte aller in 
der Gtundebene liegenden Geraden enthält, nennen wir wieder 
den Horizont h\ er hat die gleiche allgemeine Bedentung 
wie in § 2. Insbesondere behalten auch die Punkte N, L, li 
ihre in § 2 dargelegte theoretische und praktische Bedeutung. 
Zusammen mit der Grundlinie a sind sie diejenigen in 
der Zeiehnungsebene ß enthaltenen geometrischen Ele- 
mente, die die Lage des Auges zum Bild und zur Grund- 
ebene festlegen, und zwar ebenso wie in § 2. 

Als zeichnerisch ausgezeichnete Geraden können wir — ab- 
gesehen von den Geraden l und r — solche betrachten, die zu 
einer der beiden Ebenec ß und y parallel oder senkrecht ver- 
laufen, "über sie gilt folgendes^): 

1. Der Fluchtpunkt einer zu y parallelen Geraden g 
liegt auf dem Horizont h. Denn in y gibt es eine zu (/ parallele 
Gerade f/^, und gemäß § 6 haben alle zueinander parallelen 
Geraden denselben unendllchfenien Punkt, also auch denselben 
Fluchtpunkt. 

2. Ist p eine Gerade, die zu ß parallel ist, so ist die 
Bildgerade p' zu p paraUel. Dies folgt unmittelbar da- 
raus, daß p und p ' in einer durch S,, gehenden Ebene it^ liegen, 
und ihr gemeinsamer Punkt auch gemeinsamer Punkt von ß 
und ^ ist. 

Für zwei solche Geraden p und p' gelten daher auch 
die Sätze 1. und 2. von § 2; sie bestehen ja für je zwei ent- 
sprechende parallele Geraden. Für solche Geraden geht also der 
Halbierungspunkt wieder in den Halbierungspunkt über. 

Ist p insbesondere horizontal, so ist auch jp' horizontal; 
horizontale Linien, die zur Bildebene paraUel sind, 
bleiben also auch im Bilde horizontal. 

3. Sei V eine Gerade, die auf y senkrecht steht. Eine 
solche Gerade ist zu ß paraUel, und damit steht gemäß 2. auch 
die Bildgerade v' auf y senkrecht. Dies ist aber, da v' in ß 
liegt, nur so möglich, daß v' auf der Grundlinie a' senkrecht 
steht. Jeder Geraden v entspricht also eine zu a senkrechte 
Gerade v'; vertikale Linien bleiben also auch im Bilde 
vertikal. In der Tat erseheint alles Vertikale dem Äuge eben- 
falls \ertikal. 

1) Man vergleiche die Figuren ö bis S, 
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4. Sei endlich n eine zq ß senkrechte, Gerade. Sie ist 
alsdann zu y parallel und eine Gerade der ersten Gfattung, hat 
aber noch einige besondere Eigenschaften. Zunächst ist ihr 
Fluchtpunkt der Augenpunkt N. Ihr Spurpunkt N' spielt elien- 
falla die Kollo eines ausgezeichneten Punktes; sein Abstand von 
der Grundlinie bestimmt nämlich unmittelbar die Höhe der Ge- 
raden » über der Grundebeae (Fig. 25); er liegt also über, 
auf oder unter dem Horizont Ä, je naeh- 
r\^ dem die Gerade n über, auf oder unter 

I J\\,.^^^ der Augenebene j;^ liegt ^). 

*£| i^^^^^O 5- Eine besondere Kolle spielen end- 

\.,^^ L^\J ^^^ auch diejenigen Geraden des Raumes, 

^\^ ^^\tf ^^^ durch Sg gehen. Allen ihren Punkten 

^ -^ entspricht auf /5 derselbePunkt, nämlich 

'*^'* ihrDurehdringungspunkt mit ^. Fragt man 

nun, was diese Geraden zeichnerisch bedeuten, so ist die Ant- 
wort sehr leicht. Sie sind sOKusagen verbotene Gebilde. 
Man wird sich bei der Betrachtung eines Körpers kaum so 
stellen, daß Geraden des Körpers als Punkte erscheinen; man 
wird daher auch für die Zeichnung die Stellung des Auges 
nicht so wählen, daß dies eintritt.*) 

Liegt der Punkt S^ im Unendlichen, haben wir es also 
mit einer Parallelprojektion zu tun, so kommen noch einige 
weitere einfache Eigenschaften hinzu. 

Erstens besteht jetzt für je drei Punkte A, B, C einer 
jeden Geraden und ihre BUdpunkte die Relation 2) von §2, also. 

AB:BC:CA = A'B' : B'C : CA', 
und es geht der Halbierungspunkt in den Halbierungspunkt 
über; handelt es sich insbesondere um eine zur Bildebene 
parallele Gerade p, so geht die Proportionalität in Gleichheit 
über. Jede zu ß parallele Strecke ist also ihrem Bilde gleich. 
Sind zweitens g und g^ parallele Geraden, so sind auch 
ihre Bildgeraden in ß einander parallel, was eines Beweises 
nicht bedarf. 

Auf diesen Tatsachen beruht die leichtere Herstellbarkeit 
und damit auch die Bevorzugung der Bilder, die nach den 



1) Die Geraden p, v, n stellen drei zueinander senkreobte Rich- 
tungen dar, waa ebenfalb ihre bevomugte Becntanng erkiSrt. 

2) Für DarstelLungeii, die nur die Bedeutung konatruktivei* Hilfs- 
mittel besiteen, geschieht dies allerdings doch. Vgl. g 12. 
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Methoden der Parallelprojektioa hergestellt werden. Ihre zeich- 
nerische Zweckmäßigkeit liegt, wie in § 1 erwähnt wurde, 
darin, daß es dem Äuge besonders leicht wird, sieh auf unendliche 
Sehweite einzustellen. Es ist sehr zu empfehlen, bei der Beti-ach- 
tung der Parallelprojektionen dem Auge diese Einstellung zu 
geben; man wird dann leicht den Eindruck der Körperlichkeit 
erhalten. (Vgl. auch S. 59 Anm. 2.) 



^ 9. Die zeichnerische Darstellung der räumlichen 
Figuren. 

Um das ebene Bild einer räumlichen Figur 2 zeichnerisch 
herzustellen, denken wir uns zunächst wieder die Bildebene ß 
durch Drehung um die Achse in die Grundebene -y hinein- 
gedreht, in derselben Weise wie in § 3; auch nehmen wir 
wieder die Grundlinie a, sowie die Distanzpunkte L und It als 
gegeben an. Alle in § 2 und 3 abgeleiteten Regeln und 
Sätze bleiben dann unmittelbar für denjenigen Teil der 
Eigur S bestehen, der in der Grundebene y enthalten 
ist. Also folgt als erstes Resultat: 

I. Diejenige Teilfigur von S, die in der Grund- 
ebene enthalten ist, ist nach den Vorschriften von § 3 
zeichnerisch bestimmbar. 

Da die Grundebene 7 in § 8 beliebig gewählt werden konnte, 
überträgt sieh dies sofort auf jede horizontale Ebene, voraus- 
gesetzt, daß man mit ihr ebenso operiert, wie mit der Grund- 
ebene y. Dazu ist offenbar notwendig und hinreichend, daß 
die Schnittlinie dieser Ebene mit ß (und selbstverständlich die 
in ihr enthaltene Teilfigur) bekannt ist. Nennen wir sie ihre 
Spur, so folgt: 

II. Jede in einer horizontalen Ebene liegende Teil- 
figur von S kann gemäß § 3 gezeichnet werden, so- 
bald ihre Spur in ß bekannt ist. 

Diese Spur ist eine horizontale Gerade; sie ist daher be- 
stimmt, sobald man einen ihrer Punkte kennt. Einen solchen 
Punkt stellt z. B. der Dur ehdringungsp unkt einer in ihr liegen- 
den Geraden mit der Bildebene ß dar. 

Beachten wir noch, daß jede Vertikale des Gegenstandes .^ 
gemäß § 8 im Bilde vertikal bleibt, so können wir bereits ein- 
fachere Beispiele erledigen. Ein solches bilden die neben- 
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stehend gezeichneten Würfel (Fig. 26), von denen zwei bis 
an die Bildebene heranreichen. Die in der Bildebene liegenden 
Flächen ÄBCD und BOFE stellen aieh daher in ihrer natür- 
lichen Größe dar. Die Ecken S, T, U, V des oberen Würfels 
sollen in die Mitten der Quadrate fallen, auf denen er steht. 
In Anlehnung an § 3 (Fig. 10) können wir die Zeichnung 
in diesem Fall sogar dirukt ausführen, ohne die in der Grund- 
ebene und den andern Horizontalebenen vorhandenen Teilfiguren 
zu benutzen. Wir zeichnen zunächst das der Grundebene ent- 
sprechende Bild in der gleichen Weise vrie bei Figur 10.^) 
Gemäß Satz II verfahren wir dann ebenso mit der Ebene, die 
die Bildebene in der Ge- 
raden DCF schneidet. Wir 
verbinden also die Punkte 
G, D, F mit L, N und R, 
ziehen durch die Schnitt- 
punkte die Parallelen zur 
Achse, und erhalten so das 
Bild der oberen vier Wiirfel- 
flächen; übrigens kann man 
für ihre Zeichnung auch den 
Umstand benutzen, daß je 
zwei Punkte der oberen und 
der unteren Flächen auf einer 
Vertikalen liegen. ^) Da die 
^'^■"'- - Mitten S, T, ü, V dieser 

Würfelflächen zugleich vier Ecken des obersten Würfels sind, 
hat man nur noch dessen obere Fläche WXYZ zu zeichnen. 
Deren Ecken liegen zunächst wieder auf den durch S, T, JJ, V 
gehenden Vertikalen. Wir bestimmen nnn noch die Bildgeraden 
der in dieser Fläche enthalteneu Diagonalen T^Fund XZ, deren 
Fluchtpunkte R und L sind. Dazu sind nur ihre Spuren P 
und Q zu ermitteln; wir erhalten sie unmittelbar, indem wir 
die Kanten AD und FF um sich selbst bis P und Q verlängern. 
Die so bestimmten Geraden liefern in ihrem Schnitt mit den 
eben genannten Vertikalen bereits die Punkte Tf, X, Z und Y. 
Eine Überbestimmung liegt darin, daß W, X und Z, Y auf 
je einer Parallelen zur Achse hegen. 

1) Die nicht siciitliareii Linien sind nachtiÄglicli getilgt ■worden. 

2) Zur Kontrolle der Zeichnnng wird man dies immer benutzen ; 
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L auch eine Reihe Ton Würfeln zeichnen, 
liegen, daß ihre Grundflächen ein Recht- 



. ebnen haben. Dies 
I, je nach der 
hii betrachten. Drei 




Ähnlich kann j 
die so hinter einanc 
eck bilden. 

Wir erörtern nun die allgemeine Frage, wie wir das Bild P' 
eines gegebenen Raumpunktes P in ^ z 
kann offenbar auf Terschiedene Art 
Wahl der Geraden, als deren Schnitt \ 
Fälle wollen wir besonders hervorheben: 

1. Zunächst betrachten wir ihn als Schnittpunkt einer zu y 
senkrechten Geraden v und einer zu ß senkrechten Geraden n 
(Fig. 27). Sei P^ der Schnitt von v mit y, 
Pg der von n mit ß, und P^Pq das von Pj 
auf die Grundlinie gefällte Lot, so bilden die 
Tier Punkte PPjPflPg ein Rechteck, und es ist ' 
1) PP^^P.P^. 

Diese einfache Tatsache läßt uns leicht er- 
kecncn, daß wir die Bildgeraden v' und «' und damit auch den 
Bildpunht P' von P zeichnen können, sobald uns seine Pro- 
jektion P^ und die Höhe PF^ gegeben sind {Fig. 28). 
Die Bildgerade v' ist nämlich erstens 
senkrecht zur Grundlinie a (nach 1 8) und 
zweitens geht sie durch den Bildpunkt Pj 
von Pj, der gemäß I bestimmbar ist; sie 
ist also selbst zeichnerisch bestimmt. 
Femer gebt die Gerade n' erstens durch 
den Augenpunkt iV und zweitens durch 
den Punkt P^, der ihr Durchdringungs- 
punkt mit ß ist, und infolge der Rela- 
tion 1) ebenfalls zeichnerisch bestimmt 
ist. Damit ist die Behauptung bewiesen, 
folgende Konstruktiona Vorschrift. 

m. Um das Bild eines Punktes P zu zeichnen, 
dessen Projektion P^ in der Grundebene und dessen 
Flöhe PPj über der Grundebene bekannt sind, zeichne 
man gemäß §3 den Bildpunkt P^ von P^, ziehe durch 
P[ die Gerade v' senkrecht zur Grundlinie, bestimme 
auf dem von P, auf die Grundlinie gefällten Lot P^P^ 
den Punkt P„ so daß P^P^ = PP, ist, und verbinde 
endlich Pj mit dem Augenpunkt iV, so schneidet diese 
Verbindungslinie n' die Geradem;' im Bildpunkt P'. 
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9. Die zeichnerische Darstdlwiig der rämnlichen Figttren. 




Ein Beispiel einfachster Art ist das folgende. Eine quad- 
ratische Säule von gegebener Höhe zu zeichnen, deren Grund- 
flüche in der Grundebene liegt (Fig. 29). Sei ABCI) die 
untere und EFGII die obere 
Fläche unserer Säule; wir wol- 
len sie so annehmen, daß AB 
der Achse parallel laufe. Wir 
zeichnen dann gemäß § 3 das 
Bild A'B'C'B', errichten in 
A' eine Vertikale v' , fällen 
von A das Lot AA^ auf die 
Achse, Terlängem es um die 
gegebene Höhe bis A^, ver- 
binden A^ mit dem Augen- 
punkt K, und erhalten im 
Schnitt dieser Verbindungs- 
Knie mit «' den Bildpunkt E'. 
Ebenso kann man die Punkte 
F', G' und H' zeichnen. Man 
beachte zugleich, daß 'M'F' 
und G'H' zur Achse parallel 
sind; man kann also G' und H' einfacher als Schnitt dieser 
Parallelen mit den in C und B' errichteten Vertikalen finden'). 
2. Enthält die Figui' 2^ Scharen von parallelen horizon- 
talen Geraden, die nicht auf der Bildebene ß senkrecht stehen, 
so liegt es nahe, sie in der gleichen Weise 
zu benutzen, wie die Geraden «; analog zu 
dem, was wir am Schluß von § 2 ausgeführt 
haben. In der Tat läßt sieh die obige Regel 
ohne weiteres auf alle Richtungen verallge 
■^^■^- meinem, die zur Grnndebene parallel 

sind. Man betrachte also jetzt (Pig- 30) den Punkt P als 
Schnittpunkt einer Geraden v mit einer zur Grundebene paral- 
lelen Geraden f; Pj sei wieder der Schnitt von v mit y, und 
i'a derjenige von /' mit ß. Zieht man nun in y durch Pj 
eine zu f parallele Gerade /i und nennt ihren Schnitt mit der 
Gmndlinie i^„, so ist FB^Fi^F^ wieder ein Rechteck, also 
FF^ =- ^s-'^o- Alles übrige ei^ibt sich wie oben. Mithin 
ergibt sich folgende Regel (Fig. 31). 

1) Man kann auch F' selbst ao zeichnen; der Genauigkeit halber 
■wird man aber auch mit B' N operieren. 
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IV, Ist der Fluchtpunkt i^eiaer zur Grundebene par- 
allelen Geraden f bekannt, so kann man das Bild eines 
Punktes P, dessen Projektion P^ iu der Grundebene 
und dessen Höhe FP^ über der 
Grundebene bekannt sind, wie 
folgt konstruieren. Man zeichne 
gemäß § 3 den Bildpunkt P; von 
Pi, ziehe durch P[ die Gerade v' 
senkrecht zur Grundlinie uud 
durch P^ eine zu /' parallele Ge- 
rade fi, errichte in ihrem Schnitt- 
punkt Fg mit der Grundlinie ein 
Lot F^F^ gleich P,P, und ver- 
binde F^ mit dem Fluchtpunkt F 
von f, so schneidet diese Ver- 
bindungelinie die Gerade v' im Bildpunkte P'. 

3. Eine dritte oft brauchbare Eegel erhalten wir folgender- 
maßen. Sei e eine zweite horizontale Gerade, deren Fluchtpunkt 
F bekannt ist, ao gilt das vorstehende aneh für sie. Die 
beiden zu f und e zugehörigen Punkte Fg und F2 liegen daher 
auf einer zur Grundlinie parallelen Ge- 
raden, und zwar stellt diese Gerade den 
Durchschnitt von ß mit der Ebene dar, 
die durch P parallel zur Grundebene 
verläuft. Daraus folgt sofort (Fig. 32): 

V. Kennt man die Spur (deiner 
zur Grundebene parallelen Ebenetf 
mit der Bildebene ß, sowie die i'igüs- 
Ftnehtpuukte F und F zweier horizontaleu Rich- 
tungen e und /', so kann man lias Bild eines Punktes 
P von d, dessen Projektion P, in der Gruudebene be- 
kannt ist, folgendermaßen zeichnen. iMan ziehe durch 
Pj je eine zu e und f parallele Gerade, bestimme ihre 
Schnittpunkte P,, und Ff, mit der Grundlinie, errichte 
in ihnen die Lote E^,F^ und P^Fg bis aum Schnitt mit 
der Spur d, verbinde E^ mit Fl und F^ mit F, und er- 
hält im Schnittpunkt dieser Verbindungslinien den 
ßildpunkt P'. 

Diesen Satz wird man besonders dann mit Vorteil an- 
wenden, wenn es sich um die Zeichnung einer in der Ebene ö 
enthaltenen Teilfigur von S handelt. Man sieht leicht, daß 
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. Die züehnerische Sarstelltmg der räumlichen Figuren. 



die Art, in der wir die Figur 26 herstellten, bereits der in ilim 
enthalteuen Regel entspricht. Übrigens dienen die verschie- 
denen Möglichkeiten, die den Sätzen 1, 11, III entspreeheji, der 
stets notwendigen zeichnerischen Üb erbe Stimmung. 

In dieser Weise wollen wir folgende Aufgaben behandeln. 

1. Einen parallelepipediachen Kasten darzustellen, dessen 
Grundfläche ÄßCD in der Grundebene enthalten ist; Ä^B^ '^i-^i 
sei die obere zu ABCD kongruente Fläche. (Figui' 33.) 

Man nehme die Fluchtpunkte E und F der Geraden 
AB =• e und AO = f wiUkiirlich an, und zeichne mit ihnen 
zunächst wieder das Bild A'B'C'I)' von ABCD. Dann er- 
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richte man in den Punkten, in denen die Seiten von ABCD die 
Grundlinie schneiden, Vertikalen gleicher Länge (die die Kasten- 
hohe darstellt), und verbinde ihre Endpunkte mit den Flucht- 
punkten B und F, so ergibt sich unmittelbar das Bild der oberen 
Fläche A^B^ü^D-i des Kastens. Eine Überbestimmung besteht 
darin, daß die Kanten A'A[, B'B'^, C'G[ und B'B[, vertikal sind. 

Wird nun noch innerhalb ABCD das Rechteck ESTU ge- 
zeichnet, so kann man in gleicher Weise das Bild R[ S'^ T[ U[ 
der oberen Fläche und die von ihm nach unten gehenden 
inneren Kanten zeichnen. 

2. Einen auf der Grundflüche stehenden Tisch zu zeichnen. 
Auch hier wird am einfachsten mit den Fluchtpunkten der 
Tischkanten operiert; die Ausführung selbst ist aus der Figur 
unmittelbar zu entnehmen (Fig. 34). 
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3. Ähnlicli zeiclinet 
man auch einige neben- 
einaiideret eil ende sechs- 
eckige Säulen gegebener 
Höhe. Hier können zu- 
nächst die Fluchtpunkte 
zweier Sechseekseiteu will- 
kürlich gewählt werden. 

Für alle diese Fi- 
guren hat man die in 
§ 3 angegebenen Bemer- 




über die Kontrolle der Zeichnung zu beachten.'^) 



§ 10. Hei'stolluiis,' der Bildpr aus Gi'iindriß und Aufriß. 

Zur Darstellung weniger einfacher Uaunifiguren reichen 
die vorstehenden Methoden nicht mehr aus; hierzu bedürfen 
wir neuer Hilfsmittel. Zu diesem Zweck müssen wir der Frage 
näher treten, wie man überhaupt eine Raumfigiir 2j durch 
zeichnerische Daten, die in der Zeichnungsebene enthalten sind, 
in ihrer räumlichen Lage und Gestalt bestimmen kann; denn 
andere als zeichnerische Best im mungs arten kommen für uns 
nicht in Frage. 

Dies geschieht durch Grundriß und Aufriß. Ähnlich 
wie in der analytischen Geometrie gehen wir von zwei zu- 
einander senkrechten Koordinatenebenen aus, auf die wir alle 
Punkte des Raumes der Lage nach beziehen. Sind P^ und P^ 
die Projektionen von P in diesen Ebenen (vgh Fig. 27, S. 31), 
so ist P eindeutig bestimmt, wenn die Lage von Pj und Pj 
gegeben ist, und zwar als Schnittpunkt der beiden in P[ und 
Pg auf diesen Ebenen errichteten Lote, Die Ebenen sollen 
Projektionsebenen heißen und duj-ch jt, und % bezeichnet 
werden. Die eine denken wir uns wieder horizontal und 
nennen sie Grundrißebene oder erste Projektionsebene, die 
andere, die vertikal ist, nennen wir Aufrißebene oder zweite 
Projektionsebene. Ihre Schnittlinie nennen wir wieder Achse 
und bezeichnen sie durch a Wird jeder Punkt und jede Ge- 
rade einei Kiumfi^ur 2? uf dieie bellen Ebenen orthogonal 

1) D e Be henf Ige n le man l e e naelneu Punkte nnd Geraden 
des Bildes erh. It st stete Sache de*? ZeiL.h p '" 1 edaif also, uin die 
Zeichiiuiip, m ffl h t n kurzen n lel m Fall 1. 6 nderer Erwägung. 
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projiziert, so entsteht iü der Gnindr iß ebene der Grandriß 
oder die Grundi-ißprojektion, in der Aufrißebene der Aufriß 
oder die Aufrißprojebtion. Die Grundebene y und die Bild- 
ebene ß stellen ein Paar solcher Ebenen dar. 

Da Grundriß und Aufriß ParaQelprojektionen sind, eo 
gelten für sie alle Sätze, die wir am Schluß von § 8 für solche 
Projektionen abgeleitet haben. Sie können daher auch 
selbst als geometrische Bilder räumlicher Objekte 
gelton, und kommen auch vielmals als solche in Betracht. 
Hier soll jedoch wesentlich nur ihre Verwendung für die zeich- 
nerische Herstellung des perspektivischen Bildes in der Bild- 
ebene ß erörtert werden. 

Wir denken uns dazu in gewohnter Weise die Grundriß- 

i um die Achse in die Aufrißebene umgelegt, und leiten zu- 

!mentare, aber grundlegende Eigenschaft für die 

so entstehende Figur ab. Sie beruht darauf, 

daß die Ebene der drei Punkte PP^ Pg auf der 

Achse a senkrecht steht; ist also Pg ihi Schnitt 

mit a, so ist TF^P^P^ ^it^ Rechteck Bei dei 

Umlegung der Grundrißebene bleibt dabei P^ P 

zur Achse senkrecht, und es fallen deshalb 

^1! -^ot -f*2 nach erfolgter TJmlegung in 

^'«■''- eine Gerade (Fig. 35); d. h.: 

I. Die Verbindungslinie der beiden Projektionen P[ 

und Pg schneidet die Achse a senkrecht.*) 

Liegt P insbesondere in der Grundrißebene, so ist P mit 
Pj identisch, während P^ auf P^ fällt; ebenso füllt P^ in P^, 
falls P in der Aufrißebene liegt, also mit P^ identisch ist.^) 

1) Diese Verbimiungsliiiie pflegt meist punktiert gezeichnet /.a 
■werden. Vgl. die Anm. auf S. 44. 

3) IFör unsere Zwecke kommen nur solche Eanmfiguren ^ in Ke- 
tracht, die sich. vom. Auge aus hinter der Bildebene und über der 
Grundebene befinden; die Lage von P, und P, ist alsdann immer so, 
daß Pi unter und P, über der Achse liegt. Läßt man allgemeinere 
Lagen von Z an, so können auch Pj und P^ andere Lagen in der 
ZeicbnungBebene annehmen. Dies bleibt aber hier außer Betracht; für 
die dadurch bedingten Verhältnisse muß ich auf die ausführlicheren 
Lehrbücher verweisen. Dort pflegt man sich den Gegenstand im allge- 
meinen vor der Aufrißebene stehend zu denken, nimmt die Grundriß- 
ebene als Zeichnnngaebene und legt die Aufrißebene in die Grundriß- 
ebene um. Alsdann sind diejenigen Teile des Gegenstandes im Aufriß 
stark lu zeichnen, die von der Aufrißebene den größten Abstand haben; 
vgl, den Schluß von § 10. 
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In den einfachsten Fällen kann die Herstellung von Grund- 
riß und Aufriß obne weiteres ausgeführt werden. Dies zeigen 
folgende Beispiele: 

1. Grundriß und Aufriß einer quadratischen Pyramide zu 
zeichnen, deren Grundfläche in der Grundebene steht. Der 
Grundriß besteht (Fig. 36) ans dem Quadrat A^Bj^C^B^ und 
seinen sich in 0, schneidenden Diagonalen, die die ersten Pro- 
jektionen der Kanten darstellen. Im Aufriß fallen A2, -B^, Cg, D^ 
in die Achse , während die 
Spitze O3 auf der durch 0^ 
gehenden Vertikalen beliebig 
angenommen werden kann. 

2. Grundriß und Aufriß 
eines regulären Oktaeders so 
zu zeichnen (Fig, 37), daß eine 
Hauptdiagonale auf <ler Grund- 
rißebene senkrecht steht. Sei 
ABCBEF das Oktaeder und 
AF diese Hauptdiagonale. 

Wir können das Oktaeder 
als eine Doppelpyramide mit der Grundfläche BCDE und der 
Höhe AF beti-achten und erkennen sofort, daß der Grundriß 
aus dem zu BCBE kongruenten Quadrat B^ C^D^E^ und seinen 
Diagonalen besteht; im Mittelpunkt des Quadrates fallen A^ 
und F^ zusammen. Die Lage von B^C^B^E, in der Grnud^ 
ebene wählen wir beliebig. 

Um die Aufrißprojektion zu zeichnen, wollen wir zunächst 
festsetzen, daß der Punkt A in der Grundebene enthalten ist; 
dann fällt A^ auf die Achse a. Da die Höhe AF zur Aufriß- 
ebene parallel ist, so ist A^F^ = AF; damit ist auch der 
Punkt F^ bestimmt. Endlieh fallen die Projektionen B^, C^, 
I)^, E2 sämtlich in eine zur Achse a parallele Gerade, die 
A^F^ halbiert.!) 

3. Ein Parallelepipedon beliebiger Stellung in Grundriß 
und Aufriß zu zeichnen. 

Wir haben zunächst zu überlegen, wie man die räumliche 
Lage eines Pai-allelepipedons überhaupt festlegt. Man kann dazu 
einen Punkt A des Raumes und drei von ihm ausgehende 
Kanten AB, AC, AD beliebig annehmen; aus ihnen entsteht 

1) Die von E aitsg Beenden Kanten sind nicht gezeichcet, sie sind 
unsichtbar. Dies wirkt stärker ränmlich als die Pignr 36. 
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das Parallolepipedoii durch bloßes Ziehen von Parallelen. Han- 
delt es sich also nur darum, irgendein Parallelepipedon zu 
zeichnen — und dies soll hier der Fall sein — so kann man 
(Fig. 38) die Projektionen Ä^, B^, C^, D^ und A^, Bj, C^, D^ 
beliebig wählen (naturgemäß in Übereinstimmung mit Satz I); 
die Projekt ioneii der übrigen Punkte er- 
geben sich aus ihnen durch Ziehen der noch 
; fehlenden Parallelen, wie die Figur es er- 
kennen läßt. 

Um nun aus Grundriß und Aufriß in 
der Ebene ß das Bild H' einer Eaum- 
figur 27 zu zeichnen, treffen wir zunächst 
die naheliegende Festsetzung, daß die Bild- 
ebene ß zugleich als Aufrißebene 
'''^■"'' und die Grundebene y als Grundriß- 

ebene betrachtet werden sollen. Gmndlinie, Horizont 
und Distanzpunkte betrachten wir wieder als gegeben. Ferner 
genügt es, die Herstellung des Bildpunktes P' für einen be- 
liebigen Punkt P zu leisten, und zwar naturgemäß wieder 
unter der Voraussetzung, daß wir die Grundrißebene in die 
"Aufrißebene hineingedrehi haben. Die Aufgabe, die zu lösen 
ist, ist also die, aus dem in der Zeiehnungs ebene gegebenen 
Grundrißpunkt Pj und dem ebenso gegebenen Aufrißpunkt Pg 
den Bildpunkt P' zu finden. Hierzu hat man sich aber nur 
zu vergegenwärtigen, daß die Lote PP^ und PP2 ^'^^ Gerade v 
und eine Gerade n im Sinne von § 9 darstellen (Fig. 26), und 
daß die hier benutzten Punkte P^ and P^ mit den dort einge- 
führten identisch sind. Infolgedessen überträgt sich auch die 
dort unter HI gegebene Hegel auf den vorliegenden Fall; sie 
vereinfacht sich noch dadurch, daß hier der Punkt P^ bereits 
bekannt ist. Also folgt (Fig. 27). 

IL Dm aus derGrundrißprojektionPjundder Aufriß- 
projektion P^ eines Punktes P den in der Aufrißebene 
liegenden Bildpunkt P' zu erhalten, zeichne man zu- 
nächst gemäß §3 den Bildpunkfc PJ von P„ ziehe durch 
ihn eine Vertikale und verbinde P^ mit dem Augen- 
punkt N, so ist der Schnittpunkt beider Geraden der 
Punkt P'. 

Einen zweiten nützlichen Satz erhalten wir, indem wir an 
den Satz V von § 9 anknüpfen. Er betrifft die Zeichnung einer 
Figur PQ . . ., die in einer zur Grundebene parallelen Ebene y' 
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enthalten ist, und fließt unmittelbar ans der Erwägung, daß 
die dort benutzte Spur d der Ebene y diejenige Gerade ist, 
auf der die Aufrißprojektionen Pj, Q^ . . . liegen. Sind also 
wieder E und F die Fluchtpunkte zweier horizontalen Rich- 
tungen e und f, so folgt für die Konstruktion der Bilder solcher 
Punkte folgende Regel: 

m. Durch die Grundrißprojektionen P,, Q^ . . . der 
Punkte P, Q . . . lege man je eine Gerade e und /', wie 
in § 9, übertrage deren Schnittpunkte mit der Achse 
a lotrecht siuf die Gerade, die die Aufrißprojektionen 
Pg, 4?s ■ ■ ■ enthält, und yerbinde die so entstehenden 
Punkte mit den Fluchtpunkten i/und p", so liefern diese 
Geraden in ihren bezüglichen Schnittpunkten die Bild- 
punkte F', Q' ■ ■ ■ 

Als Beispiel behandeln wir die Zeichnung einer geraden 
Pyramide mit quadratischer GTUndfly.che und quadratischem 
Sockel; die Grundfläche 
falle in die Grundriß- 
ebene y. 

Sei AßGB die 
Grundfläche nndEFGS 
die ohere Fläche des 
Sockels, UVWZ die 
untere Fläche der Pyra- 
mide und ihre Spitze. 
Dann besteht der Grund- 
riß (Fig. 39) aus den 
beiden ineinander lie- 
genden Quadraten jI^Pj 
CiA und U^V^W^Z^, 
uud den Diagonalen des 
inneren, und zwai' ist 
A^B^C^B^ zugleich die 
Grundrißprojektion des 
Quadrats -EFff -ff. Die 
Lage dieser Quadrate in der Grundrißebene haben wir beliebig 
gewählt; man beachte aber, daß damit die Stellung der Pyra- 
mide zur Bildebene festgelegt ist. Der Aufriß ergibt sich un- 
mittelbar auf Gi-und davon, daß die zweiten Projektionen der 
Quadrate in je eine zur Achse a parallele Gerade fallen; die 
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Höhe des Sockels und der Pyramide haben wir beliebig an- 
genommen ^). 

Um nun das Bild der Pyramide in der Bildebene ß zu 
zeichnen, nehme man den Horizont h und die Fluchtpunkte 
-E und F der Quadratseiten beliehig an^), und konstruiere zu- 
nächst das Bild A'B'C'D' der Grundfläche ABCD gemäß § 3. 
Dann zeichne man gemäß dem vorstehenden Satz II die Punkte 
ß', F', (?', ir und ebenso die Punkte ü', Y', W, Z'. Den 
Punkt 0' haben wir jedoch mittels des Äugeiipunktee N gemäß 
Satz I konstruiert. Diesen müssea wir aber erst bestimmen. 
Wir erhalten ihn z. B. als Fluchtpunkt der Geraden B^ B^, 
indem wir also B^B' mit dem Horizont h zum Schnitt bringen. 
Die von ihm ausgehende Gerade NF^ liefert für ihn eine Über- 
bestjmmung. *) 

Analog hat man zu verfahren, wenn man das perspek- 
tivische Bild zu den Figuren 37 und 38 zeichnen will.*) Im 
Fall des Parallelepipedons kann man die Konstruktion auch da- 
durch etwas kürzen, daß man zunächst die Bilder zweier parallelen 
Geraden, a. B. diejenigen von AB und OE, bestimmt; man 
erhält dann ihren Fluchtpunkt und kann ihn für die Zeichnung 
der anderen ihnen parallelen Geraden benutzen. Ist z. B. das 
Bild D' des Punktes D gefunden, und soll der Bildpuukt F' 
gezeichnet werden, so hat man nur den Bildpunkt F[ von F-^ 
gemäß § 3 zu zeichnen, in ihm eine Vertikale zu errichten 
und dann den Punkt D' mit dem genannten Fluchtpunkt zu 
verbinden, so stellt der Schnitt der Vertikalen mit dieser Ver- 
bindungslinie den Punkt F' Anv?) 

Ich schließe mit einigen zeichnerischen Bemerkungen. 

1. Erstens kann man fragen, welche der obigen Zeichnuugs- 
vorschriften in den einzelnen Fällen am besten anzuwenden ist. 
Hierauf kann, wie auch sonst in der Kunst, eine allgemeine 
Antwort nicht gegeben werden. Jeder wird so zeichnen, wie 



L, daß sie sich in der Aufrißebene 
gemäß § 5 in ibrer natürlichen Größe darstellen. 

2) Erst nachträglich bemerke ich, daß die Buchstaben, E und F 
doppelt vorkommen. Auch steht die Pyramide wegen Platzmangel der 
Bildebene zu nahe, um einen guten Eindruck hervorzubringen. 

S) Die Figiu- würde besser sein, wenn die Pyramide nicht — aus 
Platzmangel — der Bildebene zu nahe stände. 

4) Es empfiehlt sich, die Bilder zu den Figuren 35 und ^6 selbst 
zu zeichnen. 

5) Vgl. den Anhang, 8. 



HosedbyGoOgle 



§ 10. Herstellung der Bilder aus Grmidriß und Aufriß. 41 

es ihm am bequemsten scheint und am geläufigsten ist; auch 
wird man zweckmäßig mit Übevbestimmungen operieren. 

2. In den Figaren 36, 37 und 38 sind einige Linien stark, 
einige nur gestrichelt oder überhiiupt nicht gezeichnet. Die 
ersten sollen den Kajiten entsprechen, die man sieht, die anderen 
denen, die durch die Körper selbst verdeckt sind, vorausgesetzt, 
daß man sie als undurchsichtig betrachtet. Dies geschieht, da- 
mit man die räumliche Stellung der dargestellten Gegenstände 
möglichst leicht und sicher beurteilen kann. Welche Linien 
stark oder gestrichelt zu zeichnen sind, hängt davon ab, wo 
sich der Gegenstand S und das Auge des Beschauers befinden. 

Da sich der Punkt S,,, für den das in der Aufrißebene ent- 
stehende perspektivische Bild hergestellt wird, vor der Aufriß- 
ebene befindet, und der Gegenstand 2 hinter der Anfrißebene, 
so wird man von S^ aus diejenigea Punkte des Gfegenstaudes S 
sehen können, die der Anfrißebene am nächsten liegen; dies 
sind diejenigen, deren Grundrißprojektionen von der 
Achse den kleinsten Abstand haben.') Sie sollen auch 
im Aufriß stark gezeichnet werden. Alle Teile des Gegen- 
standes, die für das perspektivische Bild sichtbar sind, 
sind daher aus dem Aufriß unmittelbar zu ent- 
nehmen.ä) 

Dies ist an den einzelnen Figuren leicht zu erkennen. 
Beispielsweise ist in Fig. 38 der Punkt A derjenige, dessen 
Grundrißprojektion den kleinsten Wert hat; er liegt deshalb 
der Aufrißebene am nächsten, und die von ihm ausgehenden 
Kanten AB, AC, AD nebst den durch sie bestimmten Flächen 
sind von S^ aus sichtbar. Sie sind daher stark gezeichnet. 
Dagegen ist der Punkt H nebst den von ihm ausgehenden 
Kanten durch den Körper verdeckt. Ebenso ist in Fig. 37 
die Ecke, die man von 5^ aus sieht, während E verdeckt ist.^) 

Was den Grundriß betrifft, so zeichnen wir ihn immer so, 
daß wir den Gegenstand von oben betrachten; es sind also 
diejenigen Teile des Gegenstandes sichtbar, die am weitesten 
von der Grundrißebene entfernt sind, deren Aufrißprojektionen 

1) Man beachte, daß die Figuren durch Hineindrehen der Grundriß- 
ebene in die Aufrißebene entstehen. 

2) Da sich der Zeichner ebenfalls vor reap, über der Aufrißebene 
befindet, sind dies zugleich diejenigen, die er seibat sieht. 

3) Um Grundriß und Aufriß als gute körperliche Bilder aufzufassen, 
bat man das Auge auf unendliche Sehweite einznateüen. Tgl. S. öO Anm. 2. 



HosedbyGoOgle 



42 § ii. Ptt^t, Geradle und Ebene in Grundriß -and Aufriß. 

also den größten Abstand von der Achse haben. In Fig. 38 
sind dies die von dem Punkt F ausgehenden üanten nnd die 
durch sie hestimrnten Flächen. 



§ 11. Punkt, (leradft und Ebene in Grundriß und Aufriß. 

Die EigenBchaftea von Grundriß und Aufriß, die hier zu 
erörtern sind, betreffen wesentlich die in der Zeichnungsebene 
vorhandene Gesamtfigur, die sich durch Umlegen der einen 
Ebene in die andere ergibt. Sie sind dadurch bedingt, daß 
Grundriß und Aufriß als Projektionen einer und derselben 
Raumfigur 27 nicht unabhängig voneinander sind. Sie sind 
durchaus elementarer Natm-. Nur insofern haftet ihnen eine 
gewisse Schwierigkeit an, als man genötigt ist, bald die tatsäch- 
liche Lage der Figur H zu den Projektionsebenen, bald die ia 
der Zeichuungsebene vorhandene Gesamtfigur in Betracht ku 
ziehen und miteinander zu vergleichen; vielfach hat man von 
der einen zur anderen überzugeben und von den Eigenschaften 
der einen auf die der anderen zu schließen. Es ist dringend 
zu empfehlen, sich neben dem zeichnerischen Bilde stets auch 
die Lage der zugehörigen Figur Z vorzustelleu, bis man den 
Übergang von dem einem zum anderen leicht ausführen kann. 
Ich begin m t P kt G d d Eb ne und ihren 
gegenseitigen B h Z 11 t h in Betracht. 

Erstens sind IE h ft 1 1 F guren zu ent- 

wickeln; zweit k hin h nl 1 Z hnnngen und 

Konstruktion f g 1 t, ti 1 G b 1 1 herzustellen. 
1. Die Gerade. Das erste unmittelbar 
ersichthche Resultat lautet, daß zwei beliebig 
in den Projektionsebenen sTj und jtj ange- 
Geraden g^ und g^ stets die Pro- 
einer eindeutig bestimmten Raum- 
geraden g darstellen (Fig. 40). Sie ist Schnitt- 
linie der beiden Ebenen, die man durch g^ 
und g^ senkrecht zu ir^ und tt^ koustruiei-t. 
Hb. 40. Diese beiden Ebenen heißen auch proji- 

zierende Ebenen der Geraden g; wir werden sie durch y^ 
und j/j bezeichnen. 

Jede Gerade g ist durch zwei Punkte bestimmt; 




1 kann 



hierzu insbesondere ihre Schnitte mit den Projektionsebenen 
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in, die wir wieder ihre Spuren nennen und jetzt durch 
G^ und G^ bezeichnen wollen (Fig. 41). Da Gj in jtj liegt, so 
fällt die zweite Projektion von Gj auf die Achse a; aie möge 
O^Q heißen.^) Ebenso fällt die 
tion Ton Gg auf die Achse (Fig. 42); 
G^g. Daher sind 
G,G,(, und 6a(?io 
dieProjektionender 
Geraden. 

Hieraus ergibt 
sich nnmittelhar die 
Lösung der Auf- 
gabe, die Spuren 
einer gegebenen Geraden zu zeichnen, deren Projektionen g^ 
und ^3 gegeben sind. Man hat nur ihre Schnittpunkte mit 
der Achse zu konstruieren und in ihnen die Lote zu errichten; 
sie schneiden g^ und g^ in den Spui"punkten. 

Wir betrachten endlich die Projektionen einiger Geraden 
ausgezeichneter Lage. Man erkennt unmittelbar die Richtigkeit 
folgender Tatsachen: 

Ist g zur Achse parallel, so sind auch g^ und g^ zur Achse 
paraUel. 

Ist g zur Grundrißebene ir^ parallel, so ist g^ zu g parallel, 
während g^ zur Achse parallel ist; analog ist es, wenn g zu Wg 
parallel ist. 

Die Grundrißprojektion einer Vertikalen v reduziert sich 
auf einen Punkt, nämlich auf ihre Spur in %, während v^ zur ■ 
Achse senkrecht ist. Analog steht die erste Projektion einer 
auf jTg senki-echten Geraden n auf der Achse senkrecht, während 
sich Hg auf die Spiu- von n in ir^ reduziert. 

2. Die Ebene. Eine Ebene kann entweder als begrenztes 
Flächenstück oder aber als unbegrenztes Raumgebüde in Frage 
liommen. Im ersten Fall sind die Projektionen des Flächen- 
stücks durch die Projektionen seiner Begrenzung unmittelbar 



Um im zweiten Fall die Ebene s zeichnerisch zu bestim- 
men, genügt es, ihre Schnittlinien mit den Projektionsebenen 
zu kennen (I"ig. 43 und 44). Wir nennen sie ihre Spuren 

1) Diese Bezeichnung weicht zwar Ton dem aOgemeinen Schema 
etwas ab, aie wird aber nur an dieser Stelle vorübergehend benutzt. 
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und bezeichnen sie durcli E^ und F^'). Es ist klar, daß sie 
siet auf der Achse schneiden, und zwar in dorn Punkt, der zu- 
gleich Schnittpunkt der 
drei Ebenen %^, x^ und s 
ist. Wir bezeichnen ihn 
durch Eq. Auch ist er- 
siehtUch, daß zwei be- 
liebige, sich auf der Aclis& 
schneidende Greraden E^ 
und Eg stets Spuren einer 
eindeutig durch sie be- 
'^' '^^' stimmten Ebene sind. 

Als ausgezeichnete Lagen einer Ebene haben wir solche zu be- 
trachten, die zu einer Projektionsebene oder zur Achse paral- 
lel oder senkrecht liegen; über sie ergibt sich leicht dasFolgende: 
Ist die Ebene s zur Grundrißebene y parallel, so ver- 
schwindet E^ ins Unendliche, und Eg ist zur Achse a parallel, 
j ist es, wenn e zur Ebene ß parallel ist. 
Steht a auf der Grundrißebene senkrecht, so ist Ej auf der 
Achse senkrecht, und die Gerade Ej Hefert mit der Achse den 
Neigungswinkel von e und ß (Fig. 45 und 46). 

Ist a zur Aufrißebene senkrecht, so ist Ej 

auf a senkrecht, während 

Eg mit » den Neigungs- 
winkel von s und y be- 
stimmt. 

Steht E auf der Achse a 

senkrecht, so sind Ej und 

Eg auf a senkrecht, beide 

Schnittlinien liegen alsi> 

'^'^" ''^' in einer Geraden. 

Ist endlich £ zur Achse parallel, so sind auch Ej und F^ 

zur Achse a parallel. 

3. Punkt und Gerade. Liegt ein Punkt P auf der Ge- 
raden q, so liegt die Projektion P^ auf o^, und ebenso P^ auf (/.,, 
was dei Vollständigkeit halbei eiwihnt weiden möge 

1) Dieee bpuren pflegt man Melfat.Ii so ^u aeichnen wie e? oi en 
g;eacheiien let nämlich a,ua Strichen und Punkten Ei st ein Hanpt 
eifordemi« einer guten Figur daß man aus der Art m der die einzelnen 
Linien gezeioiinet Bind ihre Bedeutung und damit die (teetalt dei be 
Buglichen Eanmflgur leicht zu entnehmen vermag Ich habe desiiill die 
Iruhei ziemlich ill|,emein gel räuchliche Zeichnnngsart lenutzt 
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Wird Pj auf g^, aber P^ nicht auf g^ angenommen, so 
heißt dies nur, daß P in der projizierenden Ebene y^ enthalten 
ist, die durch g^ geht und auf der ersten Projektionsebene ü, 
senkrecht stellt (Fig. 40). Analog ist es, wenn P^ auf g^, aber 
P^ nicht auf (/, liegt. 

4. Zwei sich schneideiidG Geraden. Ist P Schnitt- 
punkt zweier Geraden g und f, so müssen sich (Flg. 47) die 
ersten Projektionen g^ und f^ in P, schneiden, ebenso g^ und f^ 
in Pg. Die Verbindungslinie der Schnittpunkte {g^, f-^) 

und {ff2, /a) kreuzt daher die Achse 

senkrocht. Hierauf ist Bedacht zu 
nehmen, wenn die Projektionen zweier 
sich Bcbneidcuder Geraden gezeichnet wer- 
den sollen. Beispielsweise können g^, f^ 
und g^ beliebig gewählt werden; damit 
ist Pj = (^j, fj) bestimmt, also auch der 
Punkt Pg auf g^, und durch ihn kann f^ 
noch . beliebig gezeichnet werden^). 

Ein besonderer Fall ist der, daß die 
beiden Geraden in eine Ebene fallen, die 

auf einer Projektionsebene senkrecht steht, Ist dies z. B. die 
Grundrißebene, so sind g^ und f^ identisch. Die Projek- 
tionen g^ und ^3 liefern dann in ihrem Schnittpunkt (jf^, f^) 
die Projektion P^, woraus sich weiter P^ 
auf g^ = /i ergibt. 

Sei endlieh s die durch g und /' be- 
stimmte Ebene. Ein sie darstellendes 
Flächen stück (Viereck) ergibt sich un- 
mittelbar, indem man auf g und f die 
Punkte G', G" und F', F" behebig an- 
nimmt. Um ferner die Spur von e zu 
zeichnen, beachte man, daß wenn eine Ge- 
rade g in einer Ebene s liegt, die Spuren 
Ton g auf den Spuren TOn £ (Fig. 48) liegen. 

Man erhält daher in den Geraden F-^ Gj und Jj G^ die ge- 
suchten Spuren E^ und E^. 

5. Zwei sich sehneidende Ebenen. Schneiden sich 




1) Sind g und f windaohief. so ist der Sclinittputtkt (?i,/",) die erste 
Projektion desjenigen Punktes, in dem/ die projizierende Ebene y, kreuzt. 
Die analoge Bedeutung hat der Punkt ig^, f^). 
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die Ebenen s und S in der Geraden g, so sind (Fig. 49) die 



Spuren G^ und Gg 
die Spuren Ej, D, 



, von g mit den Punkten identiscli, in denen 
und die Spuren E^, D3 einander sclmeiden. 
Sind also s und S durch ihre Spuren 
gegeben, eo können die Projektionen ihrer 
Schnitthnie g gemäß § 8 unmittelbar ge- 
zeichnet werden. Man hat von den Schnitt- 
punkten (Ej, Dj) und (^Eg, Dg) die Lote auf 
die Achse zu fällen und deren Fußpunkte 
mit den Spuren zu verbinden. 

6. Eine Gerade in einer Ebene. 
Um die Projektionen einer Geraden g zu 
zeichnen, die in einer Ebene b liegt, kann 
'"*"*''■ eine dieser beiden Projektionen beliebig 

angenommen werden; die andere ist bestimmt. Wird näm- 
lich g^ beliebig gewählt, so wird damit festgesetzt, daß y in 
der durch g^ gehenden projizierenden Ebene y^ liegt (Fig. 40), 
also Schnitt von y^ und s iat. Durch g^ ist also g und da- 
mit auch g^ bestimmt. Analog ist es, wenn man j/g beliebig 
wählt. 

Um die zweite Projektion g^ zu zeichnen, haben wir wieder 
zu unterscheiden, ob die Ebene e durch ihre Spuren oder als 
begrenztes Flächenstück gegeben ist. Im ersten Fall kann man 




folgendermaßen verfahren (Fig. 50). 



wie oben erwähnt, die 
Spuren von.9 auf den 
Spuren von b Hegen, 
erhält man im Schnitt 
von ^j mit Ej die 
Spur Gl von g; er- 
richtet man dann im 
Schnitt von g^ mit 
der Achse das Lot, 
so erhält man in sei- 
nem Schnitt mit der 
Spur Ej die Spur G^ 
von g und damit 
auch ^g. Wenn dagegen die Ebene als begrenztes Flächen- 
stück ^ gegeben ist, und $1 und ^^ dessen Projektionen sind, 
so zeichne man wieder (Fig. 51) g^ in jtj beUebig, und hat sofort 
in den Schnittpunkten Ä^ und B^ von ^j mit ^j die ersten 
Projektionen der Schnittpunkte von g mit und daraus in be- 
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kauQfcer Weise die zweiten Projektionen, also Liuch die Ge- 
rade (y^.') 

7. Ein Punkt in einer Ebene. Soll ein in einer Ebene b 
liegender Punkt gezeichnet werden, so kann wieder eine Pro- 
jektion beliebig angenommen werden; es sei Pj. Um P^ zu 
zeichnen, benutzt man am besten eine in e 
liegende Gerade g, die durch P geht. Man 
nehme also (Fig. 52) die Projektion ^, e 
daß sie durch P^ geht, konstruiere gern 
die Projettion g^ und' erhält auf ihr gem 
die Projektion Pg.^) 

8. Ereuzungspunkt einer Geraden 
mit einer Ebene. Die Bestimmung des 
Kreuznngspunttes K einer gegebenen Ge- 
raden g mit einer gegebenen Ebene £ ist die Hg. es. 
wichtigste Aufgabe, die hier zu erörtern ist. Wir lösen 
sie, indem wir sie auf die Aufgabe 4. aurüekführen, also eine 
zweite durch den Punkt K gehende Gerade zu Hilfe nehmen. 
Wir wählen dazu am besten die Schnittlinie f von s mit der 
projizierenden Ebene y^, die auf «^ länge g^ senkrecht steht. 
Für sie ist gemäß 4. /j =S'i; ^^ handelt sich also nur noch 
darum, die aweiten Projektionen dieser Geraden /"zu konstruieren. 

Wir betrachten zunächst den Fall, daß e als begrenztes 
Flächenstiick # gegeben ist. Da f^ = g^ ist, hat mau in den 
Schnittpunkten Yon g^ mit (&i zugleich die ersten Projektionen 
der Schnittpunkte von /' mit ^, und da ihre zweiten Projek- 
tionen auf ^3 liegen, so ist damit auch f^ zeichnerisch be- 
stimmt. 

I t z B «i e n Pa aUel ^ mm iBC D SO hat min (F'g 53) 
d p "^ 1 n ttj kte P n 1 V v n / t -I £ C Z> zu ze ebnen 

1) M ttela des obene w Umten Satzes luet man au h le bt de 
Auf al e de pu en e ner Elene z ze ebnen d e du b die Pnnkte A 
Ji C gebt -nenn d P oiekt onen d ser P nkte gegebe s nd M t d n 
P ojekt onen von 4 -B C nd näml cb a b d e F oj it onen b e 
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we e d man 
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J^ 




V" 
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-Ä^ 


i 




sodann auf A^^^C^J)^ die zweiten Projektionen P, und Q.^, 
und dann den Schnittpunkt Ä, Ton g.^ mit P^ (^^ = f^. Ans 
ihm erhält man end- 
lich gemiiß 3. auch 
den Punkt Ky auf ^^. 
Ist dagegen die 
Ebene e durch ihre 
Spuren gegeben, so 

konstruiere man 
(Fig. 54) zunächst die 
Spuren von y^\ ihre 
erste Spur Cj ist ge- 
mäß 4. ebenfalls mit 
^''*^^- Mb. 54, g^ identisch, ihre 

zweite C^ ist zur Ächee M senkrecht. Die Projektion f^ ergibt 
sich nunmehr gemäß 5., indem man f als Schnitt von f und y^^ 
ansieht; es ist also F^ = (Cj, E[) und Fg = (Cg, Eg). 

Übrigens wird man es meist nur mit dem ersten Fall zu tun 
haben. Um k. B. ein Pa,rallelepipedon zu zeichnen, das von einer 
Geraden gekreuzt wird, können wir 
folgendermaßen verfahren. Die beiden 
Flächen, in denen die Kreuzung er- 
folgen soll, wählen wir beliebig aus, 
es seien (Fig. 55) ABGE und ABJ)F. 
^^^__,_^^^_^„ Wir zeichnen dann am einfachsten in 
A^B^D^Fi irgendeine Gerade, z. B. die 
Diagonale B^D^, nehmen auf ihr K-^ 
beliebig an und zeichnen K^ auf B^D^. 
'^^«■■'■■- Ebenso vertahrt man mit den Projek- 

tionen AjB^CjEj und A^B^C^E^. Damit hat man auch g^ 
und g^ als Verbindungslinien der Kreuzungspunkte. 
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, die hier zu erörtern sind, betreffen haupt- 
sächlich die zeichnerische Darstellung von Strecken und Winkeln 
gegebener Größe. 

In den einfachsten Fällen kommen wir ohne Kenntnis be- 
sonderer Methoden zum Ziel, wie das folgende Beispiel zeigt: 

Grundriß und Aufriß eines Würfels von gegebener Kanten- 
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> 



länge herzustellen, wenn eine Hauptdiagonale auf der Grund- 
ebene jr^ senkrecht steht. 

Die eine Ecke A des Würfels denken wir uns der Ein- 
fachheit halber in der Grundebene liegend; die zur Grundebene 
senkrechte Haupt diagonale sei AH. Sind dann AB,AC,AI), 
HE, HF, HG die von A und H ausgehenden Würfeikanten, 
so bilden die Punkte B, C, D und E, F, G je ein 
gleichseitiges Dreieck; die Ebenen dieser Dreiecke 
liegen zur Grundebene parallel und teilen die Haupt- 
liiagonale in drei gleiche Teile. Daraus folgt, daß 
die Kante s des Würfels, die Fl'aehendiagonale d 
und die Haupt diagonale h in der Weise ein recht- 
winkliges Dreieck ABH bilden (Fig. 56), daß der ^'« '' 
Höhenfußpunkt /7 die Hypotenuse im Verhältnis 1:2 teilt. Da- 
mit ist h zeichnerisch bestimmt. 

Wir zeichnen nun zunächst den Grundriß (Pig. 57), Aus 
der Symmetrie des Würfels folgt, daß alle Kanten gegen die 
die Diagonale ÄH und damit auch gegen die ^ 

(Grundrißebene gleich geneigt sind,') Der Grund- 
riß besteht daher aus den Seiten und Diagonalen ^=/^^i 
eines regelmäßigen Sechsecks, dessen Ecken die ß^ 
Projektionen der Punkte B, C, D, E, F, G sind, 1 
während die Projektionen A^ und .ff^ in seinen 
Mittelpunkt fallen. Überdies stellt in Fig. 56 
offenbar Bü die Länge der Grundrißprojektiou 
von AB und zugleich den Radius des dem Sechs- 
eck umgeschriebenen Kreises dar. Damit ist, 
so lange die Stellung des Würfels zur Aufriß- 
ebene beliebig bleibt, was hier geschehen soll, 
der Grundriß bestimmt. 

Für den Aufriß erhalten wir zunächst den Punkt if^, 
indem wir A H ~ AM machen Wir haben dann nur noch 




A.^ H^ h T 

ParaU h u 

jektion b. B C D 

oberen P 11 nd 

7.11 ze n d d n K 

Um d Au ga n 

dürfen w n m d 

1 g 

auch f dl 



h n 



d reh die Teilpunkte 

chten, daß die Pro- 

E^, F,, Gj auf der 

h d e Verbindnngslinien 



W ae zu 
Ein I 



behandeln, be- 
rste s bildet das 



h Ä und H, und damit 
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Verfahren der Umlegung. Es besteht darin, eine Ebene s 
um ihren Schnitt mit einer Projektionsebene so lange zu 
drehen, bis sie in die Projektionsebene hineinfallt. Alle in e 
TOrhandenen Figuren fallen dann in ihrer natürlichen Größe 
in die Projektionsebene. Ist also die durch Umtegung 
entstehende Figur zeiehneriach bestimmbar, so sind 
damit auch die in der Ebene s vorhandenen Strecken 
und Winkel bekannt und umgekehrt.^) 

Dies Verfahren kommt beiondeis für zwei Aufgaben in 
Betracht. Diese sind 

1, die Neigungswinkel einer durch ihre Spuren gegebenen 
Ebene £ gegen die Piojektinnsebenen zu bestimmen, und um- 
gekehrt die zweite Spui einer Ebene zu zeichnen, deren Neigung 
gegen eine Projektionsebene gegeben ist, und 

2. für ein gegebenes Dieieck ilif , dessen firnndlinie JßC 
in eine Projektiou&ebeue fallt bruudriß und Aufriß herzustellen, 
wenn seine Neigung gegen die Projektionsebene bekannt ist, 

Fs genüge, besJemal die Grundriß- 
ebene 7t^ ms Auge zu fassen. Seien wieder 
(Flg. Ob) E^ und E^ die Spuren der Ebene i. 
Wir nehmen irgendeine Ebene S an, die 
anf der Spur E^ senkrecht steht; sie schneidet 
die Ebenen it^, Sg und i in einem recht- 
winkligen Dreieck E^E^Dg in dem der 
'^"' ' Winkel i'j der gesuchte Neigungswinkel ist. 

Da die Seiten E^D^ und E^D^ bekannt sind, so ist das Drei- 
eck zeichnerisch bestimmt. Dieses Dreieck denken wir uns nun 
1 die Ebene ü^ umgelegt, so daß ei in die 
Lage E-^^D^F/ komme, alsdann können wir 
a ihm den Neigungswinkel entnehmen. 
In der Zeichnungsebene konstruiert man also 
daß man (Fig. 59) irgendeine Gerade E^ B^ 
senkrecht zur Spur Ej legt, in D^ die Ver- 
tikale J?o-^a errichtet, und mm das Dreieck 
E^B^E' so zeichnet, daß B^E' = B^E^ ist. 
Ist umgekehrt die Spur E^ und der 
Neigungswinkel a von t gegen %^ ge- 
;u finden, so entnimmt man dem durch 





geben, und 
E,Da und a 



bestimmten Dreieck E^ B^ E' die Länge der 



1) Dies Verfahroii ist nichts anderes als eine Anwendung der all- 
gemeinen Methode, alle Ebenen in die Zeiohnungsebene hineinzudreljen. 
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Seite -Do-^'i macht i)(,-Eg = Do-E', nnd bat damit die Spur E^ 
von £ in jt^. 

Auch die zweite Aufgabe behaudeln wir so, daß wir die 
Grundrißebene als Projektionsebene wählen. Sei AJ) die Höhe 
des Dreiecks, und w das in der 
Grundrißebene jEj auf BC in D 
errichtete Lot (Fig. 60), so ent- 
hält die durch AD und w be- 
stimmte Ebene ö wieder den Nei- 
gungswinkel. Wird nun ABO um ^^- ^■ 
BC in die Ebene tc-^ umgelegt, so beschreibt A einen Kreis in 
der Ebene S und fällt deshalb in einen Punkt A' der Ge- 
raden w. Andererseits liegt auch die Projektion A^ auf w. 
Ries soU zunächst als Satz ausgesprochen werden: 

L Wird ein Dreieck ABO, dessen Grundlinie BC 
in eine Projektionsebene re, fällt, um BC in die Pro- 
jektionsebene umgelegt, und gelangt dabei A in den 
Punkt A' , so liegt die Projektion A^ von A auf dem 
Lot, das von A' auf die Grundlinie BC gefällt wird. 

In dem rechtwinkligen Dreieck ADAy ist AD und der 
Winkel D bekannt, es ist also zeichnerisch bestimmt. Zugleich 
gibt ji J.^ die Länge der Aufrißprojektion des Punktes A. Benutzen 
wir nun die TJralegungsmethode noch einmal in der Weise, daß 
wir das Dreieck ADA^ um DA^ in die Ebene tc^ umlegen, und 
ist A"DA^ seine neue Lage, so entnehmen wir ihm unmittelbar 
den Punkt ^1^; zugleich liefert uns A"A^, wie eben erwähnt, 
die Länge der zweiten Projektion A^A^ des Punktes A. Damit 
ist die Aufgabe erledigt. 

Die Ausführung der Zeichnung gestaltet sieh folgender- 
maßen (Fig. 61): Man konstruiere A'B^O^^ABC, fäRe das Lot 
A'D^, konstruiere das Dreieck A^D^A" so, daß 
D^A"=Dj^A' undDi der gegebene Winkel ist, 
und zeichne zu A^ die zweite Projektion A^ in 
der Weise, daß A^Aa = A"Ai ist. 

Es ist klar, daß man das voratehende Ver- 
fahren auch benutzen kann, um den Neigungs- 
winkel des Dreiecke ABC gegen die Grundriß- 
ebene zu ermitteln, wenn seine Projektionen 
gegeben sind. Man hat nur in umgekehrter 
Reihenfolge vorzugehen. Ich gehe jedoch hier- 
auf nicht näher ein, weil in dieser Schrift 
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immer die Herstellung der Zeichnungen in erster Linie in 
Frage kommt. 

Beispiel 1. Einen Kasten mit rechtwinkliger Grundfläche 
zu zeichneu, dessen Dachflächen unter gleichen Winkeln gegen 
die Wände geneigt sind. Die Grundfläche 
, ABGD befinde sich in der Grundebene, 

\\^ EFGH sei die obere Rechteckfläehe und 
^' -^ ST die Dachkante. (Fig. 62). 

Mau kauu so verfahren, daß man je 
, eine Ebene zu Hufe nimmt, <3ie auf der 
Grundfläche und auf zwei pariUeleu Seiten 
des Rechtecks AB( D senkrecht steht, und 
sie in die Gruudel eiie umlegt zuimchst 
eine für die yoßereu "weiten AD und BC, 
, Der Durchschnitt ist zeichi eristh bestimmt; 
sein höchstei Punkt f ist ein Punkt der 
Dachkante ST ) Mittels dei Umlegung 
""'*■'"'■ dieser Ebene ei^eben sich abo die Projek- 

tionen JJ^ und ü<i\ (ibrigens genügt es den Teil ies Duichschnitts 
zu zeichnen, der dem Dach angehört und durch A^ B^ ü dargestellt 
ist. Dann benutzt mau zweitens eine Ebene, die durch den 
Punkt U geht, und auf den Seiten AO und BD senkrecht 
steht. Ihre Durchs ehnittsflgur ist jetzt ebenfalls zeichnerisch 
bestimmt; durch ihre Umlegutig ergeben sich also auch die 
Projektionen S^ und T^- Auch hier genügt es den Teil um- 
zulegen, der dem Dach selbst angehört. 

2, Grundriß und Aufriß eines regulären Dodekaeders zu 
zeichnen, von dem eine Fläche ABCI)E in die Gruudebene 
fällt (Fig. 63 u. 64). 

Folgende Eigenschaften, die die Gestalt des Dodekaeders 
betreffen, kommen hier in Betracht. Seine 20 Ecken verteilen 
sicii auf vier zur Grundebene parallele Ebenen, so daß sie in 
jeder ein regelmäßiges Fünfeck bilden. Diese Fünfecke seien 
der Reihe nach ABCDE, A'B'C'D'E', A"B"G"B"E", 
A"'B"'G"'D"'E"'. Von ihnen sind das erste und vierte kon- 
gruent, und ebenso das zweite und dritte. Sie liegen so zu- 
einander, daß ihre Grundrißprojektionen zwei regelmäßige Zehn- 
ecke bilden. 



1) Um dea Gruniiriß nicht z 
seltiat gelegt worden. 



ist die Ebene durch AB 
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Um den Grundriß herzustellen, tanu man die Lage der 
Grundfläche ABC DE, also auch dfts Zehneck, dem seine Ecken 
angehören, beliebig annehmen; das toh den Projektionen der 




beiden anderen Fünfecke gebildete Zehneck ist jedoch zu kon- 
struieren. Ist Bß' die von B ausgehende Kante des Dodeka- 
eders, so muß ihre Grundrißprojektion aus SymmetriegrUnden 
in die Gerade faUen, die mit AB und BG gleiche Winkel 
bildet; auf dieser Geraden liegt also der Punkt B'^. Denkt man 
sich nun die an BG anstoßende Mäche in die Grundrißebene 
umgelegt, so fällt B' auf A; gemäß I. liegt daher B[ auch auf 
dem Lot, das man von A^ auf B^ C, fäUen kann. Damit ist B[ 
bestimmt, also auch das zweite Zehneck. Mau zieht noch die- 
jenigen Verbindungslinien die den Kanten des Dodekaeders ent- 



Im Aufriß faUen die Projektionen von ABCDE in die 
Achse, und die Projektionen der drei anderen Fünfecke in je 
eine Gerade, die zur Achse parallel ist. Der Aufriß ist daher 
bestimmt, sobald wir je einen Punkt dieser drei ParaUelen 
kennen. Ihre Konstruktion Iwngt davon ab, welche Lage zur 
Achse wir dem Fünfeck ABCDE in der Grundfläche geben. 
Am einfachsten ist es, eine Seite des Fünfecks senkrecht zur 
Achse zu wählen. Ist dies AB, so ist die Kante DD' der 
Aufrißebene parallel, und das gleiche gilt für die durch D" 
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gellende Mittellinie des aa AB angrenzenden Fünfecks; ihre 
Aufrißprojektionen sind ihnen daher gleicK Damit sind die 
Projektionen 3'^ und D'^ zeichnerisch bestimmt, also auch die 
beiden Parallelen, auf denen sie liegen. Die oberste Parallele 
erMlt man am einfachsten durch die Erwägung, daß die 
Kanten D"D"' und DD' einander parallel sind; daher sind 
es auch ihre Projektionen. Damit ist auch D'^" bestimmt. Man 
hat nun noch die Projektionen aller Ecken des Dodekaeders, 
sowie diejenigen Verbindungslinien zu zeichnen, die Kanten 
entsprechen. 

Die 80 gezeichnete Figur hat allerdings den Mangel, daß sich 
einige Dodekaederflächen im Anfriß in eine Gerade projizieren. 




Nachdem aber die Aufrißprojektion für die besondere hier 
vorausgesetzte Lage des Dodekaeders konstruiert ist, kann sie 
für jede Lage ausgeführt werden, hei der eine Grundfläche in 
die Grundrißebene fällt, die also entsteht, wenn raau das 
Dodekaeder um eine zur Grundrißebeoe senkrechte Achse 
dreht. Bei dieser Drehung bleibt nämlich jeder Punkt in einer 
Ebene, die zur Grundrißebene pai-allel ist; daher verteilen sich 
die Aulrißprojekfcionen der Dodekaeder punkte auf die nämlichen 
Parallelen, wie für die erste Lage. Denken wir uns also das 
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Dodekaeder in der Weise gedreht, wie es Fig. 63 entspricht, 
Bo können wir, nachdem der Grundriß hergestellt ist, den Auf- 
riß Bo zeichnen, daß wir uns zunächst die Lage der Aufriß- 
parallelen herstellen und dann auf ihnen die zweiten Projek- 
tionen, wie es Figur 62 erkennen läßt. 

Ich schließe damit, auf Grund der Figur 64 noch das per- 
spektivische Bild des Dodekaeders zu zeichnen, unter Annahme 
des Augenpunktes A' und der Dia tanz punkte. (Fig. 65.) Die 
Zeichnung schließt sieh direkt an Satz V von § 9 an; wir 
konstruieren der Reihe nach die Bilder der vier Fünfecke, in- 
dem wir beachten, daß sie in je einer Horizontal ebene ent- 
halten sind, und zwar mittels der Fluchtpunkte L und R. 

§13. Die Einfüliruiig neuer Projektionsebenen. 

Eiue zweite allgemeine Methode, zu der wir jetzt über- 
gehen, besteht in der Einführung neuer Projektionsebenen. Sie 
läuft der Einfährung neuer Koordinaten ebenen in der analy- 
tischen Geometrie parallel; doch gehen wir hier so vor, daß 
wir schrittweise immer nur je eine neue Projektionsebene an- 
nehmen, und zwar so, daß die neue Ebene auf einer der 
vorhandenen senkrecht steht. Ein zweiter wichtiger Ge- 
sichtspunkt ist der, daß wir die neuen Projektionsebenen mög- 
lichst den darzustellenden Strecken und Winkeln parallel 
wählen; ist dies erreicht, so stellen sich deren Projek- 
tionen in ihrer natürlichen Größe dar. 

Wie man in der analytischen Geometrie zuvörderst die 
Formeln für die Transformation der Koordinaten zu behandeln 
hat, entsteht hier zunächst die Aufgabe, die Projektionen in 
den neuen Projektionsebenen aus den alten herzustellen. Wir 
geben dazu von Grundriß und Aufriß aus, und denken uns 
eine Projektionsebene %, -^ n^ 

dieauf derGrundrißebene /P]\ '"■' * 

x^ senkrecht steht, wäh- / r>P .... ^&\^ [ o)-^ .- p' — a,^ 

rend sie mit ro^ einen K l/^X % ''•../ ~~'^' 
beliebigen Winkel bilde. L /^-.—^Hgs hh--. '^^«-^ 

(Fig m). Es sind dann 1^> ^ ' '% 

auch %^ und jTj zwei '^'S- ^^- ^"s- ^"i- 

Ebenen, die als Grundriß- und Aufrißebene benutzt werden 
können, und wir haben, wenn P^ die Projektion eines Punktes 
P in ar, ist T„ ans P. und P„ abzuleiten. 
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Sei dazu der Schnitt der drei Ebenen, sei jetzt a^^ 
die Äclise für jt^ und ;fj, und djj diejenige fttr jtj und %, 
so daß zugleich Sctinitt von ttjg und djg ist. Wir denken 
uns nun auch die Ebene % in die Ebene 7t^ umgelegt (Fig. 67), 
und zwar durch Drehung um %5, SO besteht auch für die Pro- 
jektionen Pj und Pj der Satz I von g 10; und man hat, wenn 
jetzt die Sclmittpunkte von P^P^ nnd PiPg mit den Achsen 
durch Pjg imd Pjj bezeichnet werden, unmittelbar die Gleichung 

Diese einfache Gleichung ist die einzige Tatsache, die 
hier in Frage kommt^). Wir sehließen aus ihr sofort, daß 
die Projektion Pj aus P^ und P^ zeichnerisch bestimmbar ist; 
man hat nur von P^ auf a^g das Lot P,Pis zu fällen, und auf 
ihm Pj so zu bestiramen, daß P^Pis^ = A-^ia i^t. Dies pflegt 
man so auszuführen, daß man (Fig. 67) in auf a,g und ttjj 
je ein Lot w^ und n^ errichtet, zu ajj durch P^ eine Parallele 
bis Wj zieht, dann den bis % reichenden Kreisbogen schlägt, 
und durch seinen Endpunkt wieder die Pai-allele zu a^g zieht^J. 
Wir sprechen das gefundene Resultat folgendermaßen als Satz aus: 

I. Wählt man die Projektionsebene Wg senkrecht auf 
:Tj, so ergibt sieh die Projektion Pg aus P^ und P^ in 
der Weise, daß man von Pj auf die Achse a^i^ der 
Ebenen jTj und 3ij ein Lot P^A^g fällt und auf ihm die 
Strecke Aj^P^ gleich Ä^^P^ abträgt, wenn Ä^^ Schnitt 
der Achse 01,3 mit P^P^ ist. 

Die Einführung einer dritten Projektionsebene n^ kann 
zunächst den Zweck haben, zu bewirken, daß die Raumfigur 2 
eine voi'gegebene Lage zu den Projektionsebenen besitzt. Dies 
wollen wir zunächst an einigen einfachen Beispielen ausführen. 

L Die Projektion des in Fig. 37 gezeichneten Oktaeders 
auf einer zur Aufrißebene senkrechten Ebene sr^ herzustellen. 
Die Ausführung erfolgt unmittelbar nach dem eben gegebenen Tf on- 
struktions Schema und bedarf keiner weiteren Erläutei-ung (Fig. 68). 

1) Diea ist iilentisoli mit dei obenevwahntfn Tatsache daß die 
Aufrißpiojektionen ihroc Lange nach ungeHndert bleiben wenn man dea 
Gegenstand 2^ um eine aur (irundrißebene vertikale Aohee dreht Seine 
so entstehende Lage zui Aufrißebene kann man nämlich auch daduich 
herateilen daß man ihn festhält und die AufriBeheue dreht and diea 
bedeutet wiedeiam die Einführung einer neuen Projektionsebene 

2 Die Zeichnung soll aufh liiei duroli besou lere 'W ahl und 4rt 
dec Linien ihie Fede itui _ erkenn n li^iien igl "^ ü Inm. 
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2. Die zweite oben gegebene DarateUungsart des Dodeka- 
eders eo vorKunehmen , dsiß man die Ebene sr, auf %, senk- 




recht wäblt. Auch diese Aufgabe ist unmittelbar nacli dem 
angegebenen Schema zu behandeln ("Fig. 69)^). 

Die Einführung neuer Projektionsebenen läßt sieli wieder- 
holen; man kann eine Ebene jt^ einführen^ die auf einer der 
Ebenen tTj oder n^ senkreclit steht, und kann dies beliebig 
lange fortsetzen. Man erhält dadurch Grundriß- und Aufriß- 
projektionen fni imnifr neue Stellungen einer Figur zu den 
Projektionsebenen Dabei ist zweierlei zu bemerken. Erstens 
bedarf es nur zweier Schutte, um eine gegebene Ebene s zur 
Projektionsebene zu machen Ist nämlich Ej die Spur von s 
in 7t, so wähle man jfg senkrecht auf Ej, und kann nun, da 
n^ auf 8 senkieeht steht, £ als Ebene jt^ einfuhren. Zweitens 
beachte man, ddß bei der Einführung von ^r^ ein praktischer 
Fortschritt nni so entsteht, daß man sr^ senkrecht zu % an- 
nimmt, so daß % und %^ die neue Grundrißebene und Aufriß- 
ebene darstellen. Würde man nämlich 7t^ senkrecht auf % 
wählen, so ist iTg überflüssig; man hätte von vornherein sr^ 
statt 7tg als neue Ebene benutzen können. 

Welche Ebenen man in den einzelnen Fällen einführt, hängt 
ganz von der Natur der Aufgabe und von dem Zweck ab, den 
man erreichen wiU. Ihre Wahl muß getroffen sein, ehe man 
an die zeichnerische Darstellung geht; die Vorstellung der 
Figur mit allen ihren Projektionsebenen und die richtige Aus- 
wahl dieser Ebenen ist das Problem, das in jedem einzelnen 
Faü zu lösen ist; die Herstellung der neuen Projektionen ist ein 
mechanisches Verfahren, das immer in der gleichen Weise erfolgt. 

1) Vgl. den Anhang, 9. 
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Ich erörtere schließlich noch kurz den Fall, daß man eine 
neue Projektionsebene einführt, die zu einer vorhandenen par- 
allel ist. An dem Satz I wird 
dann nichts geändert. Sei 
z. B, %s\\n^ (Fig, 70), so daß 
a^2 ^^^ «13 parallel sind, so 
besteht immer noch die (Jlei- 
chnng 1); die einzige Modifi- 
kation die auftritt, ist die, 
daß F^'P^ und F^F^ in die- 
selbe Gerade fallen. Man er- 
hält also auch hier Pg so, daß man F^^ P^ = Pjg P^ macht (Fig. 7 1),^) 
Ich schließe mit folgender Bemerkung. Wie in der ana- 
lytischen Geometrie können auch hier för die Behandlui^ der 
einzelnen Probleme zwei grundverschiedene Gfesichtspunkte 
maßgebend sein. Man kann die Koordinaten ebenen und die 
Projektionsebenen so einfach wie möglich, man kann sie aber 
auch so allgemein wie möglich wählen. Beides hat seine 
Berechtigung; das zweite dient mehr den theoretischen, das 
erste mehr den praktischen Zwecken. An dieser Stelle steht 
jedoch der praktische Zweck im Vordergrund; die Aufgabe, 
die sich in so engem Rahmen allein behandeln läßt, kann nur 
dahin gehen, auf die einfachste Weise zum Entwerfen 
richtiger Bilder zu gelangen. Demgemäß haben wir die Lage 
der Gegenstände zu den Projektionsebenen stets so angenommen, 
daß ihre zeichnerische Herstellung so leicht wie möglich aus- 
fällt, haben uns Überdies auf Aufgaben einfacherer Art be- 
schränkt, und die übrigen Probleme nur in aller Kurze gestreift. 



§ 14. Die Axonometrie. 



Die Figuren der räumlichen analytischen Geometrie pflegt 
man folgendermaßen zu zeichnen. Man nimmt die drei ßichttmgen, 
die die Koordinatenachsen darstellen sollen, beliebig an. und 
zeichnet 1 e Koordinaten eines jeden Punktes so daß sie d es u 
drei Geladen p irallel sind Das aUfcmeme Prin? j las hier n 
zum Ausdruck kommt bildet den sogenannten Gr mdsatz lei 



1 Eine pi-ikt sehe Folge h ervon Bt daL das ZeichueE dpr 4cliap 
« entbehr] ch ""t Be Fefitbaltung dpr Antnßebene bede te d ea \ a 
Zula nii„ e er vir ib en I ag f i e f 1 ßel e e 
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ixonometrie; es steht im Mittelpunkt aller Zeichner is eben 
Methoden. Sein Inhalt und seine Begründung bedarf ausführ- 
licher Erörterung. 

Da die Koordinaten eines jeden Punktes durch Parallelen 
zu den drei Koordinatenachsen dargestellt werden, so ist das 
so hergestellte Bild eine Parallelprojektion. Damit ist 
jedoch der Inhalt unseres Satzes noch nicht erschöpft. In 
präziser Formulierung lautet er folgen de iTaaß en : 

I. Werden in einer Ebene *' drei Yon einem Punkt 0' 
ausgehende Strecken O'A', O'JB', O'C so angenommen, 
daß ihre Endpunkte ein Dreieck A'B'C bilden, so 
können sie stets als Parallelprojektion eines recht- 
winkligen gleichseitigen räumlichen Dreikants OABO 
a,nf *' betrachtet werden.^) 

Wir betrachten zunächst denjenigen besonders einfachen 
Fall, der der gewöhnliehen Koordinaten dar Stellung entspricht. 
Das Dreikant liegt dann so, daß eine seiner Ebenen (die a^Ä-Ebene) 
KU e' parallel ist. Die zur Ebene a' parallelen Kanten OA und 
OC erscheinen alsdann in der Projektionsfigur in f' in ihrer 
natürlichen Länge, während die dritte Kante OS (die der 
«/-Achse entspricht) eine Verkürzung erfährt. Für diesen Fall 
ist der Satz geradezu evident; geht man nämlich von zwei 
zueinander gleichen rechtwinkligen Strecken 
O'A' und O'C aus (Fig. 72), während O'B' c 

mit ihnen einen beliebigen Winkel bildet, so 
kann diese Figur in der Tat als Projektion 
eines so gelegenen Dreikants OABC aufgefaßt 
werden. Die zugehörige Richtung der pro- B" 
jizierenden Strahlen ei^ibt sieh unmittelbar '^' ' ' 

in der Weise, daß man auf der Zeichnungsebene ein Lot 
O'B" = OB errichtet, und B" mit B' terbindet. Man be- 
zeichnet diese Art der Darstellung auch als schiefe Projek- 
tion. Übrigens bleibt das Vorstehende auch dann noch in 
Kraft, wenn O'B' mit einer der Geraden O'A' oder O'C zu- 
sammenfällt; dies bedeutet nämlich nur, daß die projizierenden 
Strahlen zu der Seitenfläche OAB oder OBC des Dreikants 
parallel sind.^) 

1) Der Sati gilt auch daim noch, wenn awei Seiten des Drei- 
ecks A'B'C zusammenfallen. 

2) Bei Uildera, die mittels einer Parallelprojektion geaeiclinet werden, 
muBBen wir iina gemäß g 1 vorstellen, daß sicli das lietrachtende Auge in 
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Dem Beweis des ailgemeinea Satzes schicke ich einen 
Hilfssatz voraus, der in seiner einfachsten Formulierung ein 
Sata über ein gerades dreiseitiges Prisma ist und folgender- 
maßen ausgesprochen werden kann: 

II. Jedes gerade dreiseitige Prisma kann durch eine 
Ebene « so geschnitten werden, daß die Sehnittfigur 
einem gegebenen Dreieck ähnlich ist. 

Ist ÄB'C die Grundfläche des Prismas (Fig. 73), uud 
ABC die in e entstehende Schnitfcfigur, so ist zu zeigen,, daß 
S bei geeigneter Lage von s das Dreieck ABC 

einem gegebenen Dreieck A^^Bf^C^ ühnlich ist. 
Zweierlei schicke ich voraus. Erstens ist klai-, 
daß, wenn eine Ebene b dem Satze genügt, 
auch jede zn ihr parailele Ebene dies tut;, 
zweitens können wir A^B^O^ durch irgendein 
ihm ähnliches Dreieck ersetzen; wir dürfen es 
deshalb auch so wählen, daß A^B^ — A!B' ist, 
I folgendeil geschehen. Die Ebene, die die Grund- 
fläche A'B'C enthält, sei e'. 

Der Beweis geht so vor, daß er direkt die Lage der Ebene e 
bestimmt; dazu ist erstens ihre Schnittlinie mit e' und zweitens 
die Neigung heider Ebenen zu ermitteln. Wir stützen ihn auf 
die in § 5 enthaltenen Sätze über Parallelperspektive. Wir können 
nämlich e' und s durch Strahlen, die auf s' senkrecht stehen, 
parallelperspektiv so aufeinander beziehen, daß A'B'C und 
ABC einander entsprechen. Nun gibt es in den so bezogenen 
Ebenen gemäß § 5, I durch C und C je ein Paar entsprechender 
rechtwinkliger Strahlen u, v und it', v'; und da es sich um eine 
orthogonale Projektion handelt, so läuft der eiue von ihnen 
der Schnittlinie s beider Ebenen parallel, während der andere 
auf ihr senkrecht steht. Man folgei't also umgekehrt, daß s 
mV St hl p 11 1 " m ß m d' If h 

t^ mttlhb irdl ach t d b n 

t St hl p > tm 
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Dazu denken wir ima eine besondere Ebene %, die das 
Dreieck A^^B^Cg enthalten soll, und beziehen sie in der Weise 
ahnlicli (§ 4) auf e, daß ABC und Af,B^C), einander entsprechen. 
Dann bestehen die in § 5, 1 und 2 genannten Eigenschaften 
sowohl für E und s', als auch für e und fi,,, sie bestehen also 
auch für ig und s', und da nach Annahme A'B' = AgBQ 
ist, so gibt 65 in e' und Sg auch ein Geradenpaar, dessen 
Proporti onalitätsfaktor p = 1 ist. Gemäß § 5, 8 u, 9 gelten also 
für £o und s' alle dort abgeleiteten Sätze. 

Seien nun u^ und v^ die Geraden durch (7„, die in *„ den Ge- 
raden i( und V von s entsprechen, so bilden auch sie einen rechten 
Winkel. Daher sind u^, Vf, und m', v' auch für Sg und s' die den 
Punkten 0^ und C zugehörigen rechten Winkel. Um sie zu be- 
stimmen, hat man gemäß § 5 in der Ebene i' das Dreieck A^BgCQ 
so zu zeichnen (Fig. 74), daß A^B^j auf A'B' fällt, dann den 
Kreis zu schlagen, der durch Cf, und C" geht, und dessen Mittel- 
punkt auf A'B' hegt, und die Punkte U' und V, in denen er 
A'B' schneidet, mit C zu verbinden. Damit ist die Lage der 
Strahlen u' und v' bereits bekannt. 

Es fragt sich nun noch, welcher dieser beiden Strahlen 
derjenige ist, dem die Schnittlinie s beider Ebenen pa,rallel 
läuft. Um die Begriffe zu fixieren, bezeichnen wir diesen durch 
u'- es ist also sowohl it' als auch u 
zu s parallel, während v' auf s senk- 
recht steht. Wir gehen nun wieder 
zu den Ebenen e und e' zurück, und 
denken uns die Ebene e so in die 
Ebene f' um die Achse s umgelegt 
(Fig. 74), daß die Dreiecke ABC und 
A'B'C auf verschiedenen Seiten 
von s liegen,^) Dann wird, da e' eine 
Orthogonalprojektiou von s ist, die " '^■A^'At .S4^2^' 
Terhindungslinie von je zwei ent- Eig. 7*. 

sprechenden Punkten P und P' beider Ebenen die Achse ."^ 
senkrecht schneiden; sei S der Punkt, in dem sich die Ge- 
raden c' = AB' und c = AB auf der Achse s schneiden, und 
W der Schnitt von s mit VV. Dann ist 

1) V"W:SW=- VC: Ü'C, 

1) Dies gescVdeht der Übersichtlichkeit der Figur wegen. 
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Tind ebenso folgt, wenn wir noch beachten, daß b^ irnd e ähn- 
liche Ebenen sind, 

2) VW:SW= VC: VC= Vß^: Ü/J^. 

Nun ist aber V W die Projektion von VW, folglich ist 

3) VW> VW. 

üie linke Seite von 2) ist daher größer als diö linke 
Seite von 1); zwischen ihren rechten Seiten muß daher das- 
selbe Größen Verhältnis bestehen. Da nun gemäß unserer Kon- 
struktion Üq mit U' und V^ mit V identisch ist, so ergibt 
sich schließlich 

4) V'G^i V'(\> VC': VC. 

Durch diese Ungleichung werden die beiden Punkte 
ü' und V, also auch die Strahlen ii und v' voneinander 
getrennt. Damit ist der Strahl m', dem s parallel läuft, ein- 
deutig bestimmt. Die Richtung der Geraden s in b' ergibt 
sich also eindeutig. 

Es ist also nur noch die Neigung von b gegen s' zu 
ermitteln. Sie ist bekannt; sobald man die Länge von VW 
kennt. Diese ergibt sich aber wieder aus 1), denn 8W, VC 
und TJ'C sind Strecken 'von t', die zeichnerisch bestimmbar 
sind. Die Neigung von s gegen b' ist daher ebenfalls ein- 
deutig bestimmt; ihr entsprechen jedoch zwei verschiedene 
Ebenen, die symmetrisch gegen die Ebene s' liegen. Damit 
ist unser Satz bewiesen. Wir finden sogar zwei Scharen von 
Ebenen, die ihm genügen. 

Die Konstruktion gestaltet sich demnach folgendermaßen. 
In der Ebene b' zeichne man ÄIB' G^ ähnlieh zu dem gegebenen 
Dreieck A^B^iC^, schlage den durch C,, und C^ gehenden Kreis, 
dessen Zentrum auf AB' liegt, und benenne seine Schnitt- 
punkte V und V mit AB' gemäß der Proportion 4). Man 
zeichne dann die Gerade WS senkrecht zu U'C, und bestimme 
VW gemäß Proportion 1), so ist damit sowohl die Schnitt- 
linie der Ebene e' mit s als auch ihre Neigung gegen f und 
damit ihre Lage im Räume festgelegt. 

Wir gehen nun zum Beweis des Satzes 1 über, dem wir 
noch dadurch einen allgemeineren Inhalt geben können, daß wir 
das rechtwinklige gleichseitige Dreikant durch ein beliebiges 
Dreikant ersetzen. So gelangen wir zu folgendem, als Satz 
von Pohlke bezeichneten Theorem: 
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III. Ist ein Dreikant OASC und ein ebenes Vier- 
eck Od^o-^o^o beliebig gegeben, so kann man eine 
Ebene *' und eine Projektionsriebtung so bestimmen, 
(laß die in s' entstehende Parallelprojektion O'Ä'B'C 
des Dreikants dem Viereck O^Ä^ßgCi, ähnlich ist. 

Wir nehmen zunächst wieder an, daß eine Ebene «' und 
eine Projektionsrichtung, Tvie sie der Satz verlangt, Yorhanden ist. 
Femer sei e die durch das Dreieck AßC be- 
stimmte Ebene, und 0^ (Fig. 75) dei'jenige Punkt, 
in dem sie Ton dem durch gehenden proji- 
zierenden Strahl getroffen wird, so ist klar, ( 
die Projektionsrichtung bekannt ist, sobald i 
den Punkt 0^ kennt. Nun befinden sich e und s' 
in der Weise in parallelperspektiver Lage, daß 
ABCO^ und A'B'G'O' entsprechende Punkte 
sind, und außerdem sind O'JIB'C und O^AaB^C^ ^ 
ähnliche Figuren. Wir können daher wieder, wie 
beim Beweis des Hilfssatzes, die das Viereck 
O^AfiB^C^ enthaltende Ebene «^ ähnlich so auf b' 
beziehen, daß OgAf,Bf^C„ nud O'Ä'B'C einander 
entsprechen, und schließen wieder genau wie oben, *^'^' '''' 

daß nun auch die Ebenen t und £p in der in § 5 erörterten Be- 
ziehung stehen; und zwar sind O^ABC und O^A^B^Of, entspre- 
chende Punkte. Gemäß § 5, 7 können wir daher den Punkt 0^ mit 
Hilfe der gegebenen Punkte ABC ».nä AfiB^C,, konstruieren. Da- 
mit ist die Richtung der projizierenden Strahlen bereits bestimmt. 

Nun sei s^ irgendeine zu dieser Richtung senkrechte 
Ebene, und Ä^, B^, 0^ ihre Schnittpunkte mit den durch 
A, B, C gehenden projizierenden Strahlen. Dann kann man 
A^B^G^ als die Grundfläche eines geraden Prismas auffassen, 
das von der Ebene e' so geschnitten werden soll, daß die 
Schnittfigur Ä'B'C zu Af^B^Cf^ ähnlieh ist. Unserem Hilfs- 
satz gemäß kann daher die Ebene e' dieser Bedingung gemäß 
bestimmt werden.^) Man sieht auch noch, daß nicht bloß 
Ä' B' C '^ A^,B^C^ ist, sondern auch Oj^A'B'C ähnlich zu 
OaAtjB^Cg, denn die zwischen unseren Ebenen festgesetzten 
Beziehungen betrefi'en stets die ganzen Ebenen, d. h. also die 
sämtlichen in ihnen enthaltenen einander entsprechenden Figuren. 
Damit ist der Beweis geliefert. 




1) Es gibt auch hier zwei solche Ebenenschar 
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Gemäß dem so bewiesenen Grundsatz kann man also die 
RielitimgGn und Längen dreier von einem Punkt ausgehender 
Geraden stets als axonometrisclie Bilder der drei Kanten eines 
räumliclien Dreikants auffassen, insbesondere auch eines ortho- 
gonalen gleichseitigen. Für diesen Fall bevorzugt man meist 
die oben genannte schiefe Projektion, besonders die Fälle, daß die 
»/-Aehse einen Winkel von 45" oder 30" mit der a;-Achse bildet 
(Kavalierperspektive). Die anschaulichsten Bilder erhält mau 
vielfach so, daß man auch die a;- Achse nicht senkrecht gegen die s- 
Achae annimmt. Die^-Achse nimmt man im allgemeinen vertikal au. 
Als Beispiele können zunächst alle Figuren dienen, die im 
vorstehenden dem axono metrischen Grundsatz gemäß gezeichnet 
worden sind; eine Reihe anderer möge hier folgen. 

1. Eine sechseckige reguläre Säule so zu zeichnen, daß 
ihre Kanten vertikal werden (Fig. 76). Beliebig wählbar sind 
^ die beiden Geraden, die zwei Seiten der Grund- 
fläche entsprechen; sie mögen durch AB und 
ÄF dargestellt werden. Zieht man nun durch 
B eine Parallele zu AF, und durch F eine 
Parallele zu AB, ho hat man in ihrem Schnitt- 
punkt M das Bild des Mittelpunktes des dem 
Sechseck umschriebenen Kreises. Durch Ver- 
längerung von AM, BM, FM über M um 
eich selbst erhält man daher die Punkte B, E, C. Gleichlange 
Vertikalen in A, B, 0, D, E, F liefern endlich die Punkte der 
Gr oberen Grundfläche.") 

2. Die acht Ecken eines Würfels 
lassen sich in zwei Gruppen von Je vieren 
zerlegen, die je ein reguläres Tetraeder 
bilden; jedes Tetraeder enthält sechs 
Flächen diagonalen als Kanten. In Fig. 77 
sind AEFG und HBCD zwei solche 
Tetraeder^) Man soll ihre Durch- 
dringungsfigur zeichnen. 

Man zeichne zunächst den Würfel 
selbst in irgend einer axonometrischeii 



Kunäühat 



mg. w. 




i) Maa kann das Scchaeck auch, bo zeidmen, i 
diejenigen Geraden, beliebig annimmt, die irgend iwei 
den Strecken entsprechen. 

2) Die ursprünglich gezeichneten Würfelkaaten sind nachträglich 
getilgt worden. 
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Dai-ste!lut3g. Man beacLte nan, daß jeder Mittelpunkt einer 
Würfelfiäche Sclmittpnntt zweier Flachen diagonalen ist, also- 
der Dui-chdringungsfigur beider Tetraeder angehört. Damit 
sind die Dnrchdringungsgeraden beider Tetraeder bestimmt; 
sie bilden das Oktaeder, dessen Ecken in die Mitten der Würfel- 
flächen fallen. Nur vier Ton ihnen sind sichtbar; nämlich 
diejenigen, die Ton der Mitte der vorderen Würfelfläche aus- 
gehen. 

3. Bin reguläres Rhombendodekaeder zu zeichnen. 
Eine Ebene, die durch die Mitte eines Würfels geht und zwei' 
Kauten enthält, werde als Diagonalebene bezeichnet. Dann ent- 
steht das Rhombendodekaeder so aus dem Würfel, daß man durch 
jede der zwölf Würfelkanten eine Ebene legt, die auf der hindurch- 
gehenden Diagonalebeue senkrecht steht. Diese Ebenen sind 
die 12 Begrenzungs flächen des Rhombendodekaeders; aus der 
Svmmetrie des Würfels folgt, daß die in ihnen entstehenden 
Beeren/ ungspolygone kongruente Rhomben sind. Je vier, die 
durch die vier Kanten einer Wilrfelflächo gehen bilden über 
dies, eine quadratische Pyran de t d eser 
Wuifelflache als Grundfläche nd zwar st 
leicht ersichtlich, daß ihre Hohe gleich der 
halben Würfelkante ist. D e Ecken des 
Rhombendodekaeders bestehen Iso au den 
sechs Spitzen dieser Pyramide I den acht 
Würfeleck eu. 

Man erhält es daher am e nfichsten m 
dem man vom Würfel ausgeht, auf seine ^b. ib- 

Flächen vom Mittelpunkt M die Lote fällt, und diese um sich 
selbst verlängert (Fig. 78).^) 

4, Einen vierseitigen Pyramidenstumpf zu zeichnen 
(Fig. 79). Wir gehen von einer dreiseitigen Pyramide aus, deren 
Spitze 0, deren Grundfläche ABC = y und deren Kanten a, b, C 

p n e ne gewis e n h üb st nmt ble I ende Ebene y^ möge sie 
u dem Dre eck 4. B C ch e den A s iem Pohlkeschcu Satz 

tltzmachst laß d e ixonon tna he B Ider von 0', J.', 5', C" 
nl lam t cl Je Blle i lelebig wählbar sind. 

Elen können vr die a ch d e Bllpunkte Äj, ß[, C[ auf 
6 1 el eb g annehmen hnen ent prechen stets gewisse 

Raun punkte 4 ß C s laß d rch 1 e Wahl von A[, B[, G[ 

In e F gn t d ese Kon uL on fr die obere und untere 

ndfl he de \ f e s anged e w ]o 
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die Ebene y^ festgelegt ist.^) Die Punkte D und Dj, die von y 
und y^ auf einer vierten durch gebenden Kante bestimmt 





werden, sind jedoeb uieht m.ebr beide willkürlich; vielmehr ergibt 
sieh alles weitere auf Grund des in § 4 abgeleiteten Satzes vod 
Desargues. Aus ihm folgt zunächst, daß die drei Schnitt- 
punkte 
Aa = {B'C\ B[G[), ß^ = {CA', Ö[A[), C^ = (AB', A[B[) 

auf einer Geraden s,, liegen, die das axonome tri sehe Bild der 
Sebnittlinie von y und y^ ist.^) Auf ihr können wir nun einen 
Punkt Tj^ beliebig annehmen und festeetzen, daß er Schnitt- 
punkt von Su mit der durch gebenden Ebene (ad) = ö sein 
soll, und können außerdem auch die Bildkante ä' beliebig zeichnen ; 
sie muß notwendig Bild einer gewissen in ä liegenden Kante d 
sein. Um endlich D' und DJ zu finden, haben wir wieder i)^ ™^t J.' 
und A[ zu verbinden und die Schnittpunkte dieser Geraden 
mit d' zu bestimmen. Sie liefern uns die Punkte D' und D[. 
Übrigens schneiden sich auch die Geraden B'D' und B[D[, 
sowie CD' und CJ-Ü'^ auf Sq, was zeichnerische Überbe- 
sfcimmungon liefert. 

Ebenso kann man mit jeder weiteren durch 0' angenom- 
menen Kante verfahren und den zugehörigen Stumpf leicht 
konstruieren. 



1) Wir konnten daher die Pigur 13 iß. 14) als Bild f. 
eeitigen Pyramiden stumpfes betracliton. 

2) In Fig. 7 a fäüt C„ in den unendlieli fernen Punkt voi 



; drei 
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In gleicher Weise kann man auch den Schnitt eines 
geraden Zylinders oder geraden Kegels mit einer Ebene punkt- 
weise konsti-uieren/) 

5. Ein reguläres Kubooktaeder zu zeichnen (Fig. 80). 
Ein Kubooktaeder entstellt so aus einem Oktaeder, daß man die 
sechs Ecken des Oktaeders mittels eines ihm 
konzentrischen und koaxialen regulären Wür- 
fels abschneidet. Man erhält es also am 
einfachsten, indem man an jeder Oktaeder- 
eeke auf den vier von ihr ausgehenden < 
Kanten die nämliche Strecke abschneidet. 
Die auf den Oktaederflächen entstehenden 
Begrenzungspolygone sind im aUgemeii 
Sechsecke; bei besonderer Wahl des Würfels 
werden sie Quadrate.^) 

6, EinenKugeloktanten in schiefer Projektion zu zeichnen 
(Fig. 81). Seien OA, OB, OG die drei aufeinander senkrechten 
Radien, die den Oktanten bestimmen, und OA, OB', OC ihre 
axometrischea Bilder, so handelt es sich um 
die Herstellung der Bilder der in den Ebenen 
OBG und OJ.<p liegenden Kreisbogen. Sie 
sind Teile Yon Ellipsen, die punktweise kon- 
struiert werden müssen. Sie ergeben sich 
leicht auf Grund der Tatsache, daß bei der 
axonometrischen Darstellung alle zueinander Pig. si, 
parallelen Ordinaten eines Kreises gemäß §5, 3 in demselben 
Jtlaße verkürzt werden. Zur Ausführung der Zeichnung können 
wir jeden Kreisbogen benutzen, der dazu tauglich ist. Um 
z. B. den Eliipsenbogen AB' zu erhalten, gehen wir von dem 
Kreisquadranten OJ.C aus, errichten in einem beliebigen Punkt 
Q von OA das Lot QP und konstruieren P' so, daß QP' || OB' 
und PP' II B'C ist, unl machen die« für so viele Punkte, als 
nitig i-(t Analog eihalt man den Eliipsenbogen B'C) 

Wichtig ist, diß die Tangenten ditser Eliipsenbogen in 
den Endpunkten nicht gegen die ihnrn z ikommende Richtung 
veist ßen (^l,!!!") Sie sind Projektionen der bezüglichen Kreis- 
t-m^enten, daher müssen die Taugenten des Bogen? iB' in A und 

1) EiDP T,nlerB Konatrukhcii st in fe 1 angegelen 

aj Vgl den ^ah'inj., 10 

3) Die Ellipeenbogen selbst Piithilt ? 1- Fig ii 8 
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ß' den Geraden OB' und OA parallel sein, und die des Bogens 
B'C in B' und C parallel zu OC und OB' (vgl. Fig. 83). 

7, Die Durelidringungsfigur zweier kongruenten 
Kreiszylinder zu zeiehnen, deren Grundflächen so in zwei 
zueinander senkrechten Ebenen liegen, daß ihre Mittelpunkte 
zusammeufaUen (Fig. 82). 

Wir beschränken uns auf einen Oktanten und konstruiereu 
zanäcbat gemäß 6. den EUipsenbogeu B'A , der dem Kreisbogen 
der Ebene OÄB 
entspricht. Zieht 
man nun in einem 
Punkt Q von OA 
die Geraden QP ij 
OCmidQP'\.OB', 
und bestimmt den 
Punkt B so, daß 
PJt II QP' und 
P'E[\ QPisi, so 
ist E ein Pankt der Durchdringungskurye. Sie ist offenbar 
eine Ellipse. 

8, Die Durchdringung einer Kugel mit einem Kreis- 
zylinder zu zeichnen, dessen Grundkreis k den halben Kugel- 
radius als Radius hat, und von dem eine Erzeugende l durch 
den Mittelpunkt der Kugel geht (Fig. 83). 

Wir beschränken uns wieder auf einen Oktanten, wählen 
die Erzeugende l als g-Ächse und den Grundkreis /.: des Zylin- 
ders als xy-Ehene, und zeichnen zunächst wieder die dem Kugel- 
oktanten entsprechenden Ellipsenbogen OAB' und 0GB', wie 
auch die dem Grundkreis /.; entsprechende Ellipse. Ist S' ein 
Punkt dieser Ellipse, so kann man das innerhalb des 
Kugeloktaufcen liegende Stück S'P' der durch S' gehenden 
Zylinderkante so zeichneu, daß man sich durch S eine zu OAC 
parallele Ebene gelegt denkt, Sie sehneidet die Kugel in einem 
Kreis, der den Punkt P enthält, und dessen axono metrisch es 
Bild ebenfalls ein Kreis ist; mau hat also nur den Radius 
dieses Kreises zu finden. Zieht man nuu durch S die Gerade 
Tü\\ 0^, und durch T die Gerade J" 7 || OC, so ist TU= TV 
dieser Radius. Er ergibt sich wieder in der unter 6. genannten Art. 

9, Endlich ist noch die Herstellung der axononietrischen 
Bilder aus den Koordinaten werten oder aus Grandriß und Auf- 
riß zu erörtern. 
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Man wird diese Methode immer dann wählen müssen, 
wenn die zu zeichiienden Gegenstände nur durch ihre Koordi- 
naten gegeben sind; man verfährt dann in üb- 
hcher Weise so, daß wenn x, y, s die Koordi- 
naten sind, man einen Streckenzug OPQIt kon- 
struiert, dessen Seiten den Achsen parallel sind, 
und deren Länge sich so ergibt, daß man die ^-^ 
gegebenen Koordinaten werte mit den ihnen eiit- 'q 

sprechenden Verkurzuagsfaktoren multipliziert. i'^b-s^ 

(B'ig. 84). Beispielsweise kann man auf diese Weise den Mittel- 
punkt des Kugeloktanten im letzten Beispiel finden. Für ihn 
hat man x = y = z = ^/Vs, und kann daher den Streekenzug 
leicht herstellen. 

Ebenso kann man verfahren, wenn ein Gegenstand durch 
Grundriß und Aufriß gegeben ist. Durch sie sind freilich nur 
zwei Koordinaten bestimmt. Nimmt man aber eine zur Achse 
senkrechte Gerade beliebig an, so kann man sie als Spur einer 
dritten zur Grundriß- und Aufrißebene senkrechten Ebene be- 
trachten, und erhält in den Abständen von ihr die dritten Koordi- 
naten. Auf Beispiele dieser Art kommen wir in § 15 zurück. 

Die wesentlichste Aufgabe des Zeichners besteht auch 
hier in der Überlegung, wie man am einfuchsten zu den 
Bildfiguren gelangt. WiU man z. B. in Aufgabe 6. noch die 
Kreise zeichnen, die die Winkel des Oktanten halbieren, so 
wird man am besten jeden mittels eines solchen Kreises her- 
stellen, der in der Zeichnungsebene liegt, was möglich ist, 

§ 15. Der scheinbare Umriß. 

Wir wenden uns zu einem letzten Gesetz allgemeiner Art, 
das für jede ebene Perspektive Abbildung in gleicher Weise 
erfüllt ist, und schicken einige einfache Tatsachen voraus. 

Eine Kugel, die wir betrachten, erscheint uns stets unter 
dem Bild einer Kreisfläche Jede auf der Kugel verlaufende 
Kurve muß daher im Bilde ganz innerhalb dieser Fläche 
liegen. Der die Kreisfläche umrandende Kreis heißt deshalb 
scheinbarer Umriß der Kugel. Hierin ist ein allgemeines 
Gesetz enthalten, zu dessen Erörteraug wir nun übergehen.^) 

1) Die Beweisgründe sind. im. folgenden teilweise der AaBOhauung 
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1. Ist P ein Punkt einer krummen i'^läehe ü, so exi- 
stiert in ihm eine Tangentialebene t, die folgendermaßen 
definiert ist: Wird durch den Punkt P auf der Fläche £1 eine 

Kurve c,gezogenj und im Punkte P ihre Tangente t 
7 konstruiert, so lallt diese, welches auch die 
Kurve c sein mag, in die Ebene t (Fig. 85). 
Enthält also die Fläche insbesondere eine durch 
P gehende (ierade, so ist diese als ihre eigene 
Taugeilte zu betrachten und muß daher ganz in t enthalten sein. 

2. Die Ebene, die eine Kegelfläche ^ in einem Punkte P 
einer ihrer Kanten k berührt, enthält diese Kante und ist zu- 
gleich Tangentialebene der Kegelfläche in jedem anderen 
Punkt dieser Kante h. Sie geht überdies durch den Scheitel 
des Kegels. 

3. Auf dem Kegel ^ denke man sich nun eine durch den 
Punkt P gehende Kurve c und schneide aus dem Kegel durch 
eine Ebene e', die nicht durch seine Spitze S gehen soll, 
die Kurve c aus, so kann man sie als Projektion der Kurve c 
von S auf e' auffassen. ' Sei P' wieder der Punkt von e', der 
dem Punkt P der Kurve c entspricht. Dann besteht der Satz: 

I. Die Tangente der ebenen Kurve c' im Punkt P' ist 
die Projektion der Tangente t, die die Kurve c im 
Punkte P berührt 

Die Tangentialebene r, die den Kegel m P beruhit und die 
Tangente f enthalt geht ni.mbeh gemaR 2 durch den Scheitel S 
de=( Kegels mithm iit die Piojektion von f in. s die Schnittlinie 
von s mit T Andeierteits ist die Tangente dei ebenen Kurve c' 
m P gemäß 2 ebenfalls in r enthalten und da sie auch in e' 
liegen muß so ist fie gleichfalls Schnittliaie von e mit t Da- 
mit ibt dei ^itz hewicRen Man kann ibn kurz so aussprechen, 
daß die Tangente der Projektion gleich der Proiektion 
der Tangente ist. 

4. Der vorstehende Satz kann allerdings eine Ausnahme 
erleiden, nämlich dann, wenn die Tangeute t der Kurve c in 
die Kegelkante k fällt. Die Projektion von t reduziert eich 
dann auf den Punkt P' selbst. Die Gestalt der Kurve c' im 
Punkt P' hängt alsdann davon ab, ob die Kegelkante /.; für 
die Kurve c eine gewöhnliche oder eine Wendetangente ist. 
Im ersten Fall hat c' offenbar im Punkte P' eine Spitze. 

Ö. Sei nun Sl die Oberfläche eines Körpers H, der eben- 
flächig oder krummfläehig begrenzt sein kann, und sei wieder 
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jSu das im Auge liegende perspektivische Zentrum, Danu lassen 
sich alle durch Sj, gehenden Strahlen in zwei Gattungen teilen, 
je nachdem sie mit 27 mindestens einen oder keinen Punkt ge- 
mein haben. Die ersten erfüllen einen gewissen Raumteil V 
des Bündels Sg, dessen Oberfläche eine kegelartige Fläche $ 
mit dem Scheitel Sf^ ist, und zwar enthält jede Kegelkante 
mindestens einen Punkt der Oberfläche ß von ^. Sie kann 
unter Umständen auch mehr als einen Punkt von S enthalten.^) 
Ist £i insbesondere eine krumme Fläche, so ist der Kegel 
nichts anderes als der von Sg an die Mäche gelegte Tangential- 
kegel, und jede Tangentialebene dieses Kegels ist zugleich eine 
Tangentialebene der Fläche ß. 

6. Die Gesamtheit aller Punkte der Oberfläche £1, die zu- 
gleich dem Kegel $ angehören, wollen wir durch u bezeichnen. 
Da dieser Kegel seine Spitze in S^, hat, so liefert uns sein 
Schnitt mit der Bildebene ß die Bildkui-ve u' von u. Wir 
bezeichnen sie als den scheinbaren Umriß oder als Umriß- 
kurve; offenbar schließt sie dasjenige Plächenstück der Bild- 
ebene ß ein, in dem die Bildpunkte der sämtlichen Punkte 
von 2 enthalten sind. 

7. Ist ß eine krumme Fläche, was wir von nun an aus- 
schließlich annehmen, so ist u die Kurve, längs deren der Tan- 
gentialkegel ^ die Fläche ü berührt.*) Beide Flächen haben 
daher in jedem Punkt F dieser Kurve dieselbe Tangentialebene; 
mit anderen Worten, die Tangentialebene t der Fläche ß in 
einem Punkt P von tt geht stets durch den Scheitel S^- 

8. Sei nun c irgendeine auf der Fläche ß verlaufende Kurve, 
die ebenfalls durch P geht, und c' ihre Bildkurve in ß, so 
wird c' Jedenfalls durch den Punkt P' gehen. Es läßt sich 
aber auch zeigen, daß sieh die beiden Kurven c' und u' im 
allgemeinen in P' berühren. Sind nämlich t^ und t^ die 
Tangenten der Kurven c und u im Punkte P, so liegen sie 
gemäß 1. beide in der Tangentialebene r. Diese Tangential- 
ebene geht aber, wie wir eben sahen, durch S^, hindurch, und 
das heißt nichts anderes, als daß t die Ebene ist, deren Schnitt 
mit ß sowohl das Bild 4' 'on t^ als auch das Bild 4 von 

1) Ist z. B. S ein Polyeder, und gett eine Ebene dieses Polyeders 
durcli S„, so gibt es Kegelkaaten, die in diese Ebene fallen, und denen 
ein ganzes Stück der Oberfläclie S angehört. 

3) Da ein Irrtum, nicht entstehen kann, wird auch u als Umriß- 
kurve bezeichnet werden. 
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t^ ergibt. Daher sind ti und tl identiach, womit der Satz 
bewiesen ist. Also folgt: 

II. Die auf der Oberfläche Ü von £ verlaufenden 
Kurven c haben im allgemeinen die Eigenschaft, daß 
ihre Bildkurven den sclieinbaren Umriß berühren. 

Eine Ausnahme kann nur eintreten, wenn die Tangente t^ 
durch i9o geht; nur dann versagt die vorstehende Beweieftthrung. 
Dann reduziert Bich. das Bild fj in j3 auf einen Punkt, und die 
Eurve c' kann in .P' eine Spitze erialten. Ein Kreuzen beider 
Kurven ist aber ausgeschlossen, denn aus der Definition von u' 
folgt unmittelbar, daß c' ganz dem durch ?[' begrenzten Flächen- 
stück angehören muß. 

Die einfachsten Beispiele erhalten wir, wenn wir zur Dar- 
stellung durch Grundriß und Aufriß oder zur axono metrischen 
Darstellung übei^ehen, 

1. Eine Schraubenlinie in Grundriß und Aufriß dar- 
zustellen {Pig S6) Wird die Grundiißebene auf den Zylinder- 
kinten senkieeht gewählt, so ist der Grundriß mit dem Grund- 
kreis Ä des Zylinders identisch. 
Den Aufriß konstruiert mau 
punktweise, indem man den 
Grundkieis in n gleiche Teile 
teilt und die den Teilpunkten 
eutspreoh enden Aufrißprojek- 
tioiien proportional zunehmen 
laßt &ind 4^, (7,0... die Teil- 
punkte luf dem Kreise, und ist d 
eine beliebige Länge, so hat man 

B^P.^ - d, 
C (^ = 2d, UJJ^ = bd.. . 
Der scheinbare Umriß besteht 
aus zwei Geraden, die Projektionen zweier 
Flg. 86. Zylindei^eraden sind; sie werden von der 

Schraubenlinie abwechselnd berührt, und zwar in Punkten, 
die im konstanten Abstand 2/i aufeinanderfolgen, wenn h die 
Höhe eines halben Seh rauben ganges ist. Der Aufriß ist in 
diesem Fall 'eine einfache WelleuUnie. 

2. Um dieselbe Schraubenlinie in derjenigen schiefen Pro- 
jektion zu zeichnen, bei der die »/-Achse in die Richtung der 
negativen ^-Achse fällt, verfähi-t man am einfachsten in der 



FT 




zu machei 
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Weise, daß man sich zunächst gemäß § 14 die Ellipse k' punkt- 
weise herateilt, die Bild des Grundkreises h ist. (Fig. 87.) Ist 
dann PJ der ßildpankt des Punktes P^ von Figur 86*), so er- 
hält mau den Bildpunkt P' des Schrauben! inienpunlctes P in 
der Weise, daß man die .^-Koordinate Pf,^2 ^™ ^^ Strecke P^PJ 
verkürzt, also F[F' = P^P^ macht. Auch hier berührt das 
Bild der Scbra,ubenlinie den von den beiden äußersten Er- 
zeugenden gebildeten scheinbaren Umriß. 

Wird die Projektion sricbtung so gewählt, daß sie der Tan- 
gente im Punkte 8 parallel ist, so erhält die Bildkurve in S' 
eine Spitze, die senkrecht gegen die Zylinder gerade verläuft. 

In dieser Weise kann man auch mit andern auf dem 
Zylinder verlaufenden Kurven verfahren, deren Grundriß und 
Aufriß leicht herstellbar ist. Um z, B. eine Ellipse zu zeichnen, 
die durch eine Ebene b ausgeschnitten wird, wähle man die 
Aufrißebene zu e senkrecht; dann reduziert sich der Auftiß 
auf eine Gerade, nämlich auf den Schnitt von 6 mit der Anfriß- 
ebene. Ähnlich kann man auch Kurven zeichnen, die auf einem 
geraden Kegel verlaufen. 

3. Eine Kreisseheibe mit einem in der Mitte befind- 
lichen zyhndrischen Loch zu zeichnen (Eig. 88). 

Wir erhalten die einfachste Darstellung, indem wir wiederum 
die !/-Achse in die üichtung der negativen 2-Achse fallen 
lassen. 

Bei dieser Darstellung werden die beiden Kreise G und S, 
die die äußere zylindrische Fläche begrenzen, zu kongruenten 
Ellipsen, deren Mittelpunkte vertikal üb ereinand erliegen, und das 
gleiche gilt für die Grenzkreise g und h 
des inneren Zylindermantels. Man erhält 
sie wie im vorstehenden Paragraphen. Es 
gibt einen äußeren und einen inneren 
scheinbaren Umriß. Der äußere be- 
steht aus Teilen der ElUpsen G und H 
und zwei parallelen Geraden; diese sind 
Bilder der beiden Zylinder kanten, längs 
deren die Tangentialebenen des Zylinders zur i/«-Ächse pai-allel 
sind. Diese beiden Geraden niüssen daher die Ellipsen be- 

1) Man beachte, daß sich der Zylinder iinsern FeatsetKimgeii ge- 
mäß (§ 10) hintec der Aufrißebene befindet, so daß der Grundriß beim 
Zuriiek dreh eil Hnter die Ebene des Papiei-s tritt. 
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rühren. luden inneren sekeinbaren Umriß gehen im vorliegen- 
den Fall nur Teile von g und 1\ ein. Zu beachten ist, daß die 
bezüglichen Teile von g und h in der Figur unter einem spitzen 
Winkel zusammentreffen; die Kreuzungspunkte müssen des- 
halb, um einen deutlichen Gesichtseindruck her- 
TOTzubringen, scharf zu erkennen sein. 

4. Eine Kugel mit einigen ihrer größ- 
ten Kreise in orthogonaler Projektion zu 
zeichnen (Fig- 89). 

Derjenige größte Kreis, der zur Bildebene 
Flg. 89. parallel liegt, liefert den scheinbaren Umriß. 

Die anderen größten Kreise berühren ihn; man erhält ihre 
Bilder gemäß § 14.') . 

5. Der scheinbare Umriß ergab sich bisher unmittelbar in 
der Weise, daß wir die Bilder der in ihn eingehenden Kurven 
direkt zeichnen konnten. In den weniger einfachen Fällen wird 
er jedoch, wie es seiner Natur entspricht, nur als Enveloppe 
konstniierbar sein. Ich gebe auch hierzu noch einige einfachere 
Beispiele. 

Um zunächst einen Kreisring in derselben axouometrischen 
Darstellung zu zeichnen, die rorher benutzt wurde, geht man 
am besten von einer Figur aus (Fig. 90), die den Schnitt des 
Ringes mit einer durch die Kotati onsachse («-Achse) geben- 
den Ebene darstellt; die so entstehende Schnittfigur besteht aus 
den beiden Kreisen \ und h^. Wir zeichnen nun zunächst wieder 



1) Das Auge ist durchaus gewöhnt, Bilder, die eich auf die Kugel 
beziehen, in orthogonaler Projektion dargestellt eh sehen. Wahrsohein- 
licb beruht es darauf, daß die Kugel dem Auge von jedem Punkte aus 
gleich erscheint, und zwar so, daß ihr wirklicher Umriß u ein Ereia ist. 
Es wünscht daher auch den scheinbaren Umriß m' als Kreis zu sehen. 
Dies ist aber nur für die orthogonale Projektion der Fall. Bei schiefer 
Projektion ist der scheinbare Umriß eine Ellipse, doch projiziert sich 
auch bei ihr der zur Bildebene parallele grüßte Kreis in seiner natOr- 
lichen Form. Ihn pflegt man deshalb bei schiefer Projektion im Bilde 
KU zeichnen. Er wird aber von den Bildern der anderen größten Kreise 
im allgemeinen nicht berührt, sondern gekreuzt. Bin derartiges BÜd ent- 
steht a. B,, wenn wir in Figur 83 den Kreisbogen AC zum ganzen Kreis 
und die EllipEenbogen AB' mid CS' zu den ganzen Ellipsen vervoll- 
ständigen. Die Ellipse, die in diesem Fall den scheinbaren Umriß dar- 
steüt, würde diese Kiu^en wieder berühren. Doch ist ein so gezeich- 
netes Bild dem Auge trotz seiner Richtigkeit ans den genannten Gründen 
ungewohnt und wird deshalb besser vermieden. Für einzelne Teile der 
Kugel ist dies, wie die Figuren zeigen, nicht der Fall. 
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7ö 



die axonojTietri sehen Bilder der Kreise a^ und a^'), in denen 
der ßing von der Aquatorebene geschnitten wird, sowie die 
Bilder des oberen und unteren Berükrungskreises i^ uud h^. 
Die Durchmesser 




dieser Kreise sind 
aus der Dnrch- 
schnittfigur un- 
mittelbar zu ent- 
nehmen; ihre Bil- 
der sind Ellipseo, 
die wir ebenso wie 
bei den Torstehen- 
deu Aufgaben, zu 

konstruieren 
haben. ^) 

Umdenaohein- 
baren Umriß zu 
erhalten, wollen 
wir diesmal einige 
seiner Punkte di- 
rekt konstruieren, 
und zwar solche, 
die Punkten der ^g-Bbeno entsprechen. Die Richtung der pro- 
jizierenden Parallelst rahlen nehmen wir in bestimmter Weise als 
gegeben an. Sei 9 der Winkel, den sie mit der ^-Achse bilden. 
Zeichnet man dann in der Durchschnittfigur die Geraden, die mit 
der 5- Achse den Winkel 9 bilden und die Kreise ft, und k^ be- 
rühren, so bestimmeü diese Berührungspunkte, wie leicht ersicht- 
lich, diejenigen Parallelkreise «,, % und v^, v^ des Kreie- 
rings, deren in der !/^!-Ebene liegende Punkte den Um- 
rißkurven angehören. Die Durehmesser dieser Parallelkreise 
sind aus der Figur unmittelbar zu entnehmen. Deren Bilder 
zeichnen wir ebenfalls asonometrisch und können nunmehr die 
Urarißkurven als Enveloppen der sämtlichen vorhandenen 
Ellipsen herstellen. Jede dieser Ellipsen besitzt Punkte, die 
dem scheinbaren Umriß angehören. 

Auch hier ist zu beachten, daß der innere Teil des schein- 
baren Umrisses, wie im vorigen Beispiel, in zwei Teile zerfällt, 

1) Der Indes 1 entspriolit hier uad im folgenden dem inneren, der 
Indes 2 dem äußeren Kreis. 

2) Daa Bild des Kreises h^ feh.lt in der Figur, da er nnsichtliar ist. 
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die wnter einem spitzen Winkel znsammenstoßen. Gerade 
diese Eigenscliaft des Bildes ist für das Heivorbringen eines 
guten optischen Eindruckes wesentüeh. 

6. EinRotationshyperTjoloidJS" 
j axonometriscli in schiefer Projektion 
zu zeichnen. (Fig. 91). 

Sind kj und Ä^ zwei Kreise des 
Hyperboloids, deren Ebenen vom 
Mittelpunkt gleichen Abstand haben, 
Bo wird jede Grerade des Hyperboloids 
diese Kreise in zwei solchen Punkten 
P, und Pj schneiden, daß die Ebenen, 
die P^ und P^ mit der Hauptachse 
verbinden, einen konstanten "Winkel 
einsehließen. Darauf beruht die 
^^■^*- folgende Konsti-uktion. 

Man zerlege ki und k^ in gleich viele Teile, bezeichne die 
senkrecht übereinanderliegenden Teilpunkte durch gleiche Ziffern 
und konstruiere gemäß §14 deren axouometrische Bilder. Dann 
verbinde man den Punkt 1 von k[ mit dem Punkt v von k'^^ 
ebenso 2 von fc, mit v + 1 von ]c'^ and fahre so fort, so erhält 
man da.9 Bild der einen Geradensehar.^) Die andere erhält man 
ebenso, wenn man die Punkte 1, 2, ,., von h'^ mit v, v -{- 1,. .. 
von k'^ verbindet. Aue diese Geraden müssen den scheinbaren 
Umriß berühren. Dieser ist daher nichts anderes als die Enve- 
loppe unserer Geradenscharen. Um die Figur anschau- 
lich zu machen, sind nur diejenigen Stücke der Geraden ge- 
zeichnet worden, die auf dem vom Äugo Sq sichtbaren Teil des 
Hyperboloids liegen, 

§ 16. Die stereograpMsche Projektion. 

Außer den auf der Perspektive beruhenden bildlichen Dar- 
stellungen sind für besondere Zwecke andere Abbildungs- 
methoden im Gebrauch. Eine der wichtigsten ist die stereo- 
graphiseha Projektion. 

Die stereographische Projektion kann noch als Sonderfall 
der allgemeinen Perspektive angesehen werden, mit der Maß- 
gabe, daß nur die Punkte einer Kugelfläche der Abbildung 

1) In der oHgen Figur ist p ^ 'J. 
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unterworfen werden. Man fasse auf der Kugel (Fig. 92)^) 
zwei Endpunkte eines Durchmessers in Betracht, die wir Nord- 
pol JV" und Südpol S nennen woUea, lege im Südpol S die 
Tangentialebene s', betrachte den Nord- 
pol N als den Scheitel der Perspektiven 
Beziehung und die Tangentialebene «' 
als die Bildebene, ziehe durch N einen 
beliebigen Strahl, der die Kugel in einem 
Pimkt A und die Taugen tialebene in A' 
schneide, und hat damit dem Punkt Ä 
der Kugel den Bildpunkt A' der Eb< 
e' zugewiesen. Jedem durch iV gehenden '*' 

Strahl, der die Kugel noch in einem zweiten yon N Terschiedenen 
Punkt schneidet, entapricht so ein Bildpunkt A\ während um- 
gekehrt auch zu jedem Punkt .B' der Ebene ein Punkt B der Kugel 
gehört, nämlich der stets vorhandene Punkt £, in dem der 
Strahl NS' die Kugel außer in N durchdringt. Der Punkt S ist 
mit seinem Bildpunkt identisch. 

Eine Ausnahme tritt nur für den Punkt JV" selbst ein und 
für die Strahlen, die die Kugel in N berühren. Sie sind der 
Ebene e' paralle!. Will man auch hier das Gesetz des ein- 
eiudeutigen Entsprechens ausnahmslos gestalten, muß man 
wieder uneigentliehe Punkte der Ebene e' einführen; im Gegen- 
satz zu § 6 hat dies aber hier so zu geschehen, daß man der 
Ebene nur einen uneigentlichen Punkt beilegt und ihn dem 
Punkt N als Bildpunkt zuweist. Dies erweist sich in der Tat 
als zulässig.^) 

Näher hierauf einzugehen, ist nicht nötig, da es für die 
praktischen Zwecke, die wir hier im Auge haben, nicht in Be- 
tracht kommt. Hat man nämlich eine stereo graphische Ab- 
bildung eines solchen Teiles der Oberfläche herzustellen, der den 
Nordpol enthält, so wird man den Punkt iS als Zentrum der 
Projektion und als Bildebene s' die Tangentialebene in W^ wählen. 

Die Wichtigkeit und Nützlichkejt der stereo graphischen 
Projektion beruht auf folgenden zwei Sätzen: 

I. Jedem Eugelkreis k entspricht als ebenes Bild 
ein Kreis h'. 

IL Zwei Kugelkreiae schneiden sich uuter den- 
selben Winkeln, wie ihre Bildkreise. 

1) Die Figur enthält vott der Kugel nar den größten Kreis NÄS. 

2) Verg-leiche den Anhang, II. 
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§ 16. Die sfereoffrapkische Projektion. 



Den ersteu Satz beweisen wir so, daß wir zeigen, daß 
gewissen Gruppen von vier Punkten Ä, B, C, D der Kugel, 
die auf einem Kreise k liegen, vier Bildpunkte eatapreehen, die 
ebenfalls auf einem Kreise liegen. 

Verbindet man (Fig. 92) S mit Ä, so ist SA eine Höhe des 
rechtwinkligen Dreiecks NSA', und daher besteht die Relation 



1) 



NS" = NA ■ NA'. 



Sei nun k ein auf der Kugel liegender Kreis, )j die ihn 
enthaltende Ebene, und e die Schnittlinie der Ebenen tj und e'. 
Wir nehmen auf dem 
Kreis k vier Punkte A, 
B, C, X> so an, daß 
(Fig. 93)1) die Sehnen 
AB und GD sich auf e 
in einem Punkte 
schneiden, nnd ziehen 
die vier Strahlen 
NAA', NBB', 
^iK.93. NGO', NBB'. 

Ist dann a die Ebene NAB, und y die Ebene NGD, so 
schneiden sieh die drei Ebenen e', a und y ebenfalls in 0; da- 
her gehen durch ihn auch die Schnittlinien von je zweien 
dieser Ebenen hindurch, also auch die von u und e' und die 
von y und s'. Auf der ersten liegen die Punkte A' und B', 
auf der zweiten C und D', und wir folgern so, daß OA'B' 
und OC'D' je eine Gerade bilden. Wird nun die Relation 1) 
auf die Strahlen NA und NS angewandt, so folgt 




2) 



NA-NA' ^NB-NB', 



und dies bedeutet, daß die vier Punkte A, B, A', B' auf einem 

gewissen Kreise Iz^ liegen. Andererseits schneiden sieh AB 

und A'B' in 0, und daher folgt aus dem Sehneusatz für diesen 

Kreis k^ weiter 

3) OAOB= OA'- OB'. 

In derselben Weise ergibt sieh 

00- 0D= OC- OB'. 



r die Lage der Geraden 
io ihr nicht gezeichnet. 



md Ebenen erkennen 
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Nun ist aber, da A, B, C, D Punkte des Kreises fc sind, 

4) OA- OB^ OC- OD, 
also folgt sehließlicli 

5) OA' ■ OB' = OC ■ OB'; 

es liegen also in der Tat auch die Punkte A', B', C, B' auf 
einem Kreise. Da eine solche Relation für je zwei durch 
gehende Geraden abgeleitet werden kann, ist damit das Bild /,:' 
Tön /i als Kreis erwiesen. 

Das Bild einea jeden durch N und S gehenden Meridians 
ist insbesondere eine dureb S gehende Gerade, und das Bild 
jedes Parailelkreises ein Kreis mit dem Mittelpunkt S. Den 
Mittelpunkt eines beliebigen Kreises h' findet man auf Grund 
davon, daß es einen Durchmesser des Kreises It gibt, der in 
einen Durchmesser des Kreises h' übergeht, nämlich denjenigen, 
den die durch NS gehende auf fe senkrechte Ebene enthält. 

Um den Satz II zu beweisen, schicken wir zunächst fol- 
gende eYideufce Tatsachen TOraus. 

1. Sind li und k^ zwei Kugelkreise, die sich in den Punkten 
P und Pj schneiden, eo sind die Winkel, die sie in P und P^ 
bilden, einander gleich, und zwar sind diese Winkel identisch 
mit den Winkeln, die ihre Tangenten in P und Pj bilden. 
Das gleiche gilt für zwei ebene Kreise. 

2. Sind li, fcj, A"j . . . Kngelkreiee, die sich im Punkte P 
berühren, also in diesem Punkte dieselbe Tangente t haben, so 
berühren sich die Bildkreise h', k'j, k^ . . . sämtHeh in P', und 
haben in P' die Bildgerade t' als Tangente. 

Man sieht nun zunächst, daß der Satz II in dem Fall evi- 
dent ist, daß die Kugelkreise k und k^^ beide durch den Süd- 
pol S gehen, also ihre Tangenten t und t^ in der Ebene s' liegen. 
Dann gehen nämlich auch die Eildkreise k' und k', durch S, und 
deren Tangenten t' und t', sind mit t und ij identisch, woraus 
die Behauptung unmittelbar folgt. 

Hieraue ergibt sich der Beweis des allgemeinen Falles 
folgendermaßen. Seien k und l irgend zwei Kugelkreise, die 
sich im Punkte P schneiden, sei (h, l) der von ihnen gebildete 
Winkel'), und seien k' und V die Bildkreise, so ist au zeigen, daß 

1) ^(j:,o -*(*';■) 



1) Eb gitit zwei solcher Winkel für h, l und k', l'; die olijge 
lation gilt naturgemäß für jedea Paar entsprechender Winkel. 
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ist. Gemäß 1. und 2. achließen wir dann zunächst, daß es 
zwei Kreise \ und l^ gibt, die in P dieselben Tangenten haben, 
wie Je und l, und überdies durch S gehen, und es ist 

2) *(t, O-^ft, !,). 

Die Bildkreise k'^ and l^ gehen dann ebenfalls durüh .S', und 
gemäß 1. und 2. ist auch 

3) ^(r, r)_^(t;,(;). 

Da nun aber auf Grund des eben bewieseneu Sonderfalles 

ist, so folgt damit auch die Kiebtigkeit der Relation 1). Da- 
mit ist der Satz II in vollem Umfange bewiesen. 

Die durch die etereographische Projektion vermittelte Ab- 
bildung wird deshalb als winkeltreu bezeichnet. Denkt man 
sieh auf der Kugel ein sehr kleines Kugeldreieck, so entspricht 
ihm ein ebenes Kreisdreieek mit gleichen Winkeln, und da 
man diese Dreiecke in der Annäherung als geradlinig betrachten 
kann, so sagt man, daß die Abbildung in den kleinsten 
Teilen ähnlich ist. Abbildungen dieser Art heißen auch 
konform. 

Als Beispiel behandeln wir diejenige Kugelteilung, die 
durch die sechs Di^onalebenen eines der Kugel einbeschriebenen 
Würfels entsteht. Durch jeden Würfele ctp unkt gehen drei von 
ihnen; wir haben also auf der Kugel sechs gi'ößte Kreise, die 
sich zu je dreien in einem Punkt schneiden. Den Würfel 
denken wir uns in der Stellung, die Figur 57 zeigt; die Dia- 
gonale AHfäilt also mit der Achse NS 
zusammen. 

Die drei durch NS^HÄ gehenden 
Kreise projizieren sich (Fig. 94) in je 
eine durch A gehende Gerade; jede von 
ihnen enthalt die Bilder von zweien der 
Ecken B, C, D und E, F, G. Nur die 
Längen ÄB^ und AE^ sind noch zu er- 
mitteln. Offenbar erhalten wir AB^, in- 
^'*"^^' dem wir in Figur 56 IIB bis zum 

Schnitt 5j mit der durch A gehenden Horizontalen verlängern; 
analog ergibt die Verlängerung von AB bis zum Schnitt mit 
der durch H gehenden Horizontalen die Länge von AE^. Die 
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Kreise durch B^C\E,F„ C^D.F^G^ rmd B^D^E^G^ Hefern 

die Bilder der drei gesuchten Diagonalkreise unserer Kugel- 
te! lung,') 



§ 17. Die Relief- und Theaterperspektive. 

Um zwei Ebenen t und b^ parallelpevspektiv aufeinander 
zu beziehen*), genügt es gemäß § 5, 6 einem beliebigen 
Punkt P der Ebene e einen beliebigen Punkt Pj von b^ als 
entsprechenden zuzuweisen; die Verbindungslinie Ton P und P^ 
bestimmt die Richtung der projizierenden Strahlen. Ferner 
schneiden sieh gemäß Satz II von § 4 je zwei entsprechende 
Geraden g und g^ beider Eheneil auf ihrer SchnittKnic s, die 
eine sieh seihst entsprechende Gerade ist. 

Wird die Ebene E■^ um die Achse s in die Ebene t hineiti- 
fredreht, so wird g^ im allgemeinen nicht mit g zusammen- 
fallen. Es ist aber leicht, ein Paar entsprechender Geraden 
von B und f^ zu finden, das diese Eigen- 
schaft besitzt. (Fig. 95). Dazu braucht 
man nur, nachdem man s^ in s hinein- 
gedreht hat, P^ und P zu verbinden, 
so stellt diese Verbindungslinie ein Paar 
zusammenfallender Geraden dar. Ist näni- "' p, »5 
lieh G ihr Schnittpunkt mit s, so ist 

G — Gj, und die Geraden 6fP und G^^Pi sind daher auch für 
die ursprüngliche Lage von e und f; entsprechende Geraden 
heider Ebenen. Wir bezeichnen sie durch p und p^. 

Auf diesen Geraden p und p^ gibt es außer dem Punkt 
G '^ Gf noch ein zweites Paar entsprechender Punkte, das bei 
der Vereinigung von fj mit e zusammenfallt, nämlich ihre un- 
endlichfemen. Da wir es nämlich mit einer parallelperepektiven 
Beziehung zu tun haben, so sind (§ 6, I) die unendlichfernen 
Punkte von p und p^ entsprechende Punkte beider Ebenen, 
andererseits ist Ida.r, daß sie bei der Vereinigung von £j mit s 
zusammenfallen. Gibt es auf p und p^ noch ein drittes Paar 
derartiger Punkte A und Ä,, so müssen alle Paare entsprechen- 
der Punkte zusammenfallen; denn man hat GÄ ^ G^A^, und der 

1) Vgl len Änhanjf 12 

2) Ea tf das Polgen fei ei m le nt c e durch e und 
f' beze lin tea El ecen jetzt unl an nnen 
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zu p and jj| gehörige Proportionalitätsfaktor p hat daher den 
Wert 1. Dies wollen wir jedoch ausdrücklich ausschließen; 
insbesondere wird also auch der Punkt P, nicht mit P zu- 
aammenf allen. 

Sei jetzt Q irgendein Punkt von e,, so können wir durch 
ihn eine Gerade g parallel zu p legen. Dann ist anch g^ par- 
allel zu j>^, und da sich g und q^ überdies in einem Punkt 
Ton s achneiden, so bilden auch q und q^ ein Paar entsprechen- 
der Geraden, das bei der vereinigten Lage von b und «j zu- 
sammenfallt. Für die vereinigte Lage ist also q = q^ eine 
Gerade, die sowobl den Punkt ^ wie auch den Punkt §^ enthält 
und außerdem durch den uuendlichfemen Punkt von p geht. 
Bezeichnen wir diesen Punkt noch durch S^, so ergibt sich nun- 
mehr das folgende Resultat: 

L Die beiden vereinigt liegenden Ebenen e und e^ 
sind so aufeinander bezogen, daß sich je zwei ent- 
sprechende Geraden auf der Achse s achneiden, und 
je zwei entsprechende Punkte auf einem durch ein 
festes Zentrum iS„ gehenden Strahl liegen. Der Punkt 
S^ und jeder Punkt der Achse s entspricht sich selbst, 
ebenao jeder durch S^ gehende Strahh'^) 

"\''on den vereinigt liegenden Ebenen s und e^ sagen wir 
auch jetzt, daß sie sieh in parallelperspektiver Lage be- 
finden, und nennen s die Achse und i5^ das Zentrum der 
Perspektivität. Statt Perspektivität sind auch die Bezeich- 
nungen koliineare Lage, Eoliineationsachse und Kolli- 
neationszentrum im Gebrauch. 

Um eine solche Beziehung zu vennitteln, konnten wir in 
der ursprünglichen Lage von e und £j ein Punktepaar P, Pj 
beliebig einander zuweisen. Außerdem ist auch die Schnitt- 
linie s als gegeben zu betraehteü. Dies überträgt sich analog 
auf die vereinigte Lage. Hat man nämlich für die vereinigte 
Lage eine Aclise s und ein Punktepaar P, P, beliebig ausge- 
wählt, und wird dann die vereinigte Lage durch Auseinander- 
drehen von £ und e^ um s als Achse zunächst wieder auf- 
gehoben, so ist durch das Punktepaar P, P^ eine Projek- 
tion srichtung und damit eine parallelperspektive Beziehung 
vermittelt. Damit ist jedem Punkt der einen Ebene ein ent- 

1) Im allgemeinen entpricbt also einem. Punkt der einen Ebene 
ein von ihm verschiedener Punkt der anderen, nur S„ und die Punkte 
von s macken eine ÄUBnakme und entsprechen sich selbst. 
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sprechender der andei'en zugewiesen, und dies bleibt besteheiij 
wean wir die vereinigte Lage wieder herstellen. Da nun in 
der Yereinigten Lage durch das Puuktepaar P, P^ auch der 
Punkt S^ bestimmt ist, können wir dies folgeodermaßen als 



IL Um zwei vereinigte Ebenen s und fj in parallel- 
perspektivcBeziehung zu bringen, kann mau die Achse s, 
das Zentrum S^ und auf irgendeinem durch S„ gehen- 
den Strahl ein Paar entsprechender Punkte P und P^ 
beliebig annehmen. 

Unser Beweis ging so vor, daß wir die Ebenen £ und e\ 
um einen beliebigen Winkel auseinander drehten. Man kann 
daher fragen, ob die sich für die vereinigte Lage einstellende 
parallel Perspektive Beziehung von diesem Winkel abhängt. 
Dies ist jedoch nicht der FaU; vielmehr ist die so hergestellte 
Perspektive Beziehung der vereinigten Ebenen e und e, durch 
ä, S^ und das Punktepaar P, P^ eindeutig bestimmt. Um 
dies nachzuweisen, ist nur zu zeigen, daß sich zu einem ge- 
gebenen Punkt Q von e der zugehörige Punkt Q-^ von e^ ein- 
deutig konstruieren läßt (Fig. 95), Man ziehe hierzu durch Q 
die Gerade q parallel zur Geraden p = PP^ und außerdem die 
Gerade QP:, ist G ihr Schnitt mit s, so liegt Q^ erstens auf 
<l^^ = q und zweitens auf der Geraden g^ = GP-i, die der Geraden 
(/ -= GP entspricht. Damit ist Q^ eindeutig bestimmt und der 
Beweis geUefert. 

Sei endlich e eine durch P gehende Gerade von e, die zu 
,s parallel ist, also durch den unendlich fernen Punkt von S geht, 
so entspricht ihr in f^ eine Gerade e,, die ebenfalls durch 
diesen Punkt geht, also ebenfalls zu s parallel ist. Jeder zu s 
parallelen Geraden der einen Ebene entspricht also eine obeu- 
solche Gerade der anderen. Unter den zu s parallelen Geraden 
von £ befindet sich insbesondere auch die unendlichfeme Ge- 
rade h^ von s; ihr entspricht daher eine zu s parallele Gerade 
\ von s^, und ebenso gibt es in e eine zu s parallele Gerade 1:, 
die der unendlichfernen Geraden von £, entspricht. Wir finden 
so die Resultate wieder, die wir analog schon in § 7 abge- 
leitet haben. 

Wir unterwerfen die Ebene s nunmehr der in | 2 erörter- 
ten Abbildung, und zwar in der Weise, daß die Ebenen e 
und e' sich in der Achse s schneiden mögen.*) Dabei entspricht 

l) Die Ebene f entspriclit also der Ebene ■; und a' der EMeljene ß. 
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dem Punkt S^ der Ebene s ein auf dem Horizont von e' 
liegender FlucJitpuakt S, und wir erhalten für die Bildebene s' 
unmittelbar folgenden Tatbestand. In ihr befindea sicli zwei 
Ebenen f' und e[ in der Weise in vereinigter Lage, daß je zwei 
entsprechende Punkte P' und PJ auf einem durch S gehenden 
Strahl liegen, und je zwei entsprechende Geradon g' und g[ 
sich auf der Achse s schneiden. Der Punkt S und jeder 
Funkt der Achse s entspricht sich wieder selbst. Auch jetzt 
sagen wir, daß sich b' und e[ in perspektiver oder kolli- 
nearer Lage befinden, und nennen s die Achse und S das 
Zentrum der Perspektiven oder koRinearen Lage. Auch von 
dem Satz JJ erkennen wir leicht, daß er sich auf diesen itU- 
gemeineren i'all der Perspektiven Lage 
überträgt. Wird nämlich (Fig- 96) in 
der Ebene e' eine Gerade s, ein Punkt S 
und auf einem durch S gehenden Strahl 
ein Punktepaar P', PJ beliebig ange- 
s nommen, so können wir die Ebene s' so 
"^■'"'' als Bildebene einer Ebene e auffassen, 

daß sich E und e' in s schneiden, und daß dem Punkt S in f 
ein unendlichferner Punkt i?„ entspricht; man hat hierzu das 
Perspektive Zentrum S^, das die Beziehung von e und b' ver- 
mittelt, nur 80 zu wählen, daß der Horizont von b' durch S 
geht. Wir haben also den Satz: 

III. Um für zwei vereinigte Ebenen s' und s[ eine Per- 
spektive Lage herzustellen, kann man die Achse s und 
das Zentrum S der Perspektivität, sowie auf einem 
durch 8 gehenden Strahl ein Paar entsprechender 
Punkte P' und P[ beliebig annehmen. 

Gemäß § 4 gehen bei jeder Perspektiven Beziehung zweier 
Ebenen f und e' Geraden, die der Achse s parallel sind, in 
Geraden über, die ebenfalls zu s parallel sind. Betrachtet man 
daher die in £ liegenden zu s parallelen Geraden einerseits als 
Geraden von e und andererseits als Geraden von i^, so sind 
die ihnen entsprechenden Geraden von e' und e[ ebenfalls 
sämtlich zu s parallel; wir folgern also, daß allen zur Achse 
parallelen Geraden von a' die zu s parallelen Geraden 
von e[ entsprechen. 

Hieraus ziehen wir zwei Folgeimngen. Erstens gibt es 
wieder in e' eine zu s parallele Gerade h' , die der unendlich- 
feraen Geraden von b[ entspricht, und in i[ eine zu s parallele 
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Gerade ],'[, die der nnendlichfernen Geraden von t' entspricht. 
Wir wollen sie wieder als Fluciitlinien bezeichnen, und zwar 
h' als Fluchtlinie von s' und k[ als Fluchtlinie vou i[. Eine 
zweite Folgerung fließt aus der Überlegung, daß insbesondere 
auch die beiden parallelen Geraden einander entsprechen müssen, 
die durch P' und F[ gehen. Wir können daher den Satz III 
so abändern, daß wir die Punkte P' und PJ durch irgend zwei 
einander entsprechende zu s parallele Geraden von e' und sl 
ersetzen. Ein solches Paar entsprechender Geraden wird ins- 
besondere durch die Fluchtlinie der einen Ebene und die un- 
endliebferne Gerade der anderen gebildet, und so erhalten wir 
schließlich den Satz; 

IV, Um für zwei vereinigte Ebenen e' und i[ die Per- 
spektive Lage herzustellen, kann man die Achse s und 
das Zentrum S der Perspektivität, sowie eine zu s 
parallele Gerade als Fluchtlinie der einen Ebene be- 
liebig wählen. 

Das Vorstehende wollen wir nun sinngemäß auf den Raum 
übertragen. Doch mag es genügen, die tatsächlichen Verhält- 
nisse, soweit sie hier in Frage kommen, darzustellen. Ihre 
voUe Analogie mit den Sätzen der Ebene mag für ihre Richtig- 
keit sprechen. 

Wir denken uns zunächst den Raum doppelt, bezeichnen 
den einen durch 2, den anderen durch 27j, und wollen ^ und 
2?^ in der Weise einander zuordnen, daß an die Stelle des 
Punktes S und der Achse s ein Punkt S und eine Ebene 6 
von analoger Eigenschaft treten. Es soll also jeder Punkt 
von ö sich selbst entsprechen, und es sollen je zwei ent- 
sprechende Punkte auf einem durch S gehenden Strahl liegen. 
Ist daher s irgendeine Ebene von S, so müssen sich s und 
£^ in einer Geraden von ff achneiden, und ist </ eine Gerade 
von JT, so müssen sich auch die Geraden 
</ und 5'j in einem Punkt von 6 treffen. 
Diese Beziehung von £ und Ü^ läßt sieh 
auch hier so bewirken, daß wir (Fig. 97) 
den Punkt S, die Ebene s, sowie ein 
Paur entsprechender Punkte P und Pj 
auf einem durch S gehenden Strahl 
p = Pi beliebig annehmen. Man kann 

nämlich zu einem Punkt Q von S den entsprechenden Punkt 
^1 von 27^ ganz analog konstruieren, wie oben. Zieht mau 
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zunächet den Strahl QS = g, so muß wegen q ^ Qi der Punkt 
Q, auf ihm liegen. Wird femer durch Q und P die Gerade 
ij gezogen, und ist G ihr Schnitt mit e, so ist G- =G^, also 
geht g^ durch G und F^, ist also konstruktiv beatimmt und 
enthiiit ebenfalls den Punkt Q^. 

Es ist nur noch zu zeigen, daß sieh die beiden Geraden q^ 
und (fj^, die den Punkt Q^ bestimmen sollen, wirklich schneiden. 
Dies tun sie aber in der Tat, da alle hier benutzten Geraden 
[}, q, g nud g^ in einer und derselben Ebene liegen, und zwar 
in derjenigen, die durch p und q bestimmt i.st.') 

Von den so aufeinander bezogenen Räumen 2? und .£, 
sagen wir wiederum, daß sie sich in perspektiver oder 
kollinearer Lage befinden, und nennen S das Zentrum und 
die Ebene der Perspektivität oder Kollineation. Dann 
besteht der Satz: 

V. Um zwei Räume 27 und 2?^ perspektiv aufeinander 
zu beziehen, kann man das Zentrum S und die Ebene G 
der Perspektivität, sowie auf einem durch S gehenden 
Strahl ein Paar entsprechender Punkte P und Pj be- 
liebig annehmen. 

'Wi^ oben, folgern wir auch hier, daß der Ebene n, die 
durch P geht und parallel zu 6 liegt, eine durch Pj gehende 
zu 6 parallele Ebene % entspricht, daß ferner jeder zu ö" 
parallelen Ebene des einen Raumes eine ebenfalls zu 6 parallele 
Ebene des anderen Raumes entspricht, und daß man die 
Perspektive Beziehung auch in der Weise herstellen 
kann, daß man irgendein Paar von Ebenen, die 
zu parallel sind, in 2^ und S^ einander ent- 
sprechen läßt. Insbesondere entspricht auch wieder 
der unendlichfemen Ebene 5j„ von 2^ in 27^ eine 
zu parallele Flnchtebene ij^ und der unendlich- 
fernen Ebene von S^ eine zu e parallele Flucht- 
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ebene von 2", und man kann die Perspektive Beziehung auch 

mittels eines dieser Ebenenpaare festlegen (Fig. 98). Also folgt: 

VI. Um zweiRäume2'und2^j perspektiv aufeinander 

zu beziehen, kann man das Zentrum iS und die Ebene e 

1) Man sieht leicLt, daß die beiden Strahlen p und g in £ und E^ 
ein Ebenerpaar e «ad e^ hestimmen, das sich seibat entäpriclit, und daß 
l'ür dieses Paar vereinigt liegender Ebenen die Perspektive Luge gemäß 
Sata III vorhanden ist. 
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der Perspektivität, sowie eine zu a parallele Ebene 
als Fluchtlinie de-s eiüen Raumes beliebig auswählen. 

Dies sinil die Tatsachen, die der geometrischen Theorie 
der ReliefperspekÜTe und der Theaterperspektive zu- 
grunde liegen. 

Eine auf dem Vorstehenden beruhende Relief dar Stellung 
hat so zu geschehen, daß der darzustellende Körper B dem 
Raum £ angehört, während sein Eilt! B^ Teil des Raumes Z^ 
ist. Sie ist -femer so herzustellen, daß das perspektivische 
Zentrum S das Auge des Beschauers vorstellt, und die Ebene, 
auf der sich das Relief B^ erhebt, die Flnchtebene % des 
Raumes Z", ist. Dies bewirkt, daß das Relief unendliche Tiefeu- 
ausdehnung zu besitzen scheint; ea ist ja das Abbild eines sich 
bis zur unendlich fernen Ebene ^„ von £ erstreckenden Raumteiia. 
Die Perspektivitätsebene ff, die die Räume I^ und 2^^ ent- 
sprechend gemeinsam haben, befindet sich zwischen dem Auge 
.S und der Ebene i^j; das Relief B^ selbst ist ganz zwischen 
den Ebenen ö und r|^ enthalten. Je näher also das Relief B^ 
der Ebene ff kommt, um so geringer ist die Verzerrung, die 
seine obersten Teile erleiden. Aus unserem allgemeinen Satz 
folgt noch, daß S, ß, tj^ beliebig wählbar sind, daß aber mit 
ihnen die Abbildung beatimnit ist.^) 

Es ist klar, daß eine so ausgefühi-te ReliefdarsteUung nur 
auf ein in S befindliches Auge einen guten bildmäßigen Ein- 
druck machen würde. Aus diesem Grunde stützt sich die Dar- 
stellung, die der Künstler schafft, teilweise auf andere Grund- 
lagen, und zwar wesentlich auf künstlerische Motive; sie ist 
weit mehi', als die malerische Darstellung, durch Rücksichten 
anderer Art bedingt. Immerhin wird die Kenntnis der oben 
dargelegten geometrischen Gesetze dem Beschauer das Be- 
schauen dea Reliefs erleichtern. 

Ahnlich steht es mit den geometrischen Gesetzen, die 
für die Herstellung der Theaterkulissen die Grundlage bilden. 
Hier stellt der Vorhang die Ebene ö dar, in der die wirkliche 
Welt und die Bühnenwelt zusammenstoßen; S ist wieder das 
Auge des Zuschauers. SoU der Eindruck entstehen, daß sich 
die Bühnentiefe bis ins Unendliche erstreckt, so muß ihr Hinter- 
grund die Fluchtebene darstellen; so wird erreicht, daß die 

1) Die Flnchtebene von E, die also in Z dei- uaendUchfernen 
Ebene toh 27, entspricht, heißt auch. VerscliwinduiigBebfiiie, Beide 
Fiuchtebeaen werden auch Gfegenebenen genannt. 
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Bühne als Bild des ganzen Rauines erscheinen kann, der sich 
vom Vorhang aus ine Unendliche ausdehnt. Sollen die Bühnen- 
kulissen nur einen endlichen Teil dieses Raumes vorstellen, 
so hat man die Fluchtebene in geeigneter Entfernung hinter 
die Bühne zu verlegen, und die einzelnen Kulis sen so zu 
zeichnen, wie es diejenige Perspektive Darstellung erfordert, 
die der angenommenen Lage des Auges S, dem Vorhang als 
Ebene g und der gewählten Lage der Fluchtebene fj^ entspricht. 
Daß es sich auch hier nur um gewisse allgemeine Grundlagen 
handeln kann, und daß der bildliehe Eindruck des Beschauers 
überdies von seiner Stellung ziu- Bühne abhängt, ist klar. 
Immerhin darf man die Tatsache nickt außer acht lassen, daß 
auf den Seiten- und Deekenkulisseu die Bilder aller parallelen 
Geraden nach der Fluchtebene konvergieren müssen. Für ihre 
richtige Zeichnung ist die angenommene Lage der Fluehtebene 
hier ebenso entscheidend, wie bei der ebenen malerischen Dar- 
stellung. 
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Anhang. 

1. S. 1. Das Auge enthält mehrere brechende l'lächen. Die es 
durchil ringenden Strahlen unterliegen daher den allgemeinea Gesetzen, 
die Gauß über solche Systeme abgeleitet hat.^) Dies bewirkt, daß 
*s nicht einen, sondern zwei Knotenpunkte JT^ und K^ gibt, durch 
die alle von P ausgebenden Strahlen hindurch gehen; der geradlinige 
Strahl FKP^ ist daher genauer durch einen gebrochenen Linienzug 
PK^K^P^ zu ersetzen, und zwar sind PK^ und K^P„ parallele Ge- 
raden, während KxK^ mit Urnen einen Winkel bildet. Es ist K^K^ = 
0,416 . . mm. 

Die Lage des Knotenpunktes htingt außerdem von der Entfernung 
dps Punktes P vom Äuge ab; das Auge oder vielmehr die Lage der 
li(-htbreeh enden Medien akkommodiert sieh nämlich stets so, daß gerade 
die von diesem Punkt ausgehenden Lichtstrahlen sieh auf der Netz- 
haut vereinigen. 

2. S. 2. Hier kommen insbesondere folgende Tatsachen in Be- 
tracht. 

1. Die Wahrnehmung der rltumlichen Objekte kommt durch die 
Oesichtseindrücke zweier Augen zustande; bekanntlich ist die richtige 
Beurteilung der Entfernung der Objekte im einem erheblichen Teil 
durch das binokulare Sehen bedingt^) Dagegen wird das Bild nur 
mit Rücksicht auf ein einziges Auge hergestellt. 

2. Da die Herstellung des Bildes so erfolgt, daß wir die sämtlichen 
Sehstrahlen mit der Bildebene zum Schnitt bringen, so wird damit 
von selbst eine bestimmte Stellung des Auges und des Gegen- 
standes zur Bildebene vorausgesetzt. Das Auge vermag aber die 
Treue des Bildes auch dann noch zu erkennen, wenn es seine Stellung 
Kur Bildebene ändert; freilieh wird sich diese Änderung in gewissen 
Schranken halten müssen, damit der gute Eindruck erhalten bleibt.*) 
Durch diesen Umstand wird die Zweckmäßigkeit der zeichnerischen 
Annahmen bedingt, die für die gegenseitige Stellung des Auges und 
des Körpers S zur Bildebene maßgebend sind (vgl. § 3). 

1) Vgl. Gesammelte Werke, Bd, 5. S. 343 ff. 

■l) Die ränmliclie Wirkung des Stereoskops beruht bekanntlich 
darauf, daß es zwei Bilder benatzt; eines, das für das linke, nud'einea, 
dLis für das rechte Auge beigestellt ist, 

3) Man erkennt dies z. B., wenn man in Fig. 39 (S. 39) das Auge 
\on linka nach rechts über die Figur wandern läßt. Dabei ändern sicli 
die scheinbaren Dimensionen des Sockels erheblich. Ebenso ist es mit 
dem Bild des Kastens in Pig. 33 (S. 34). 
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3. Das Akkommodationsvermögeii des Auges muß auch desialü 
helfend einti'etea, weil die Knotenpunkte der Sehstrahlen, die einer- 
seits vom Körper £ und andererseits vom Büd 2^' ins Auge gelangen, 
gemäß der vorstehenden Anmerkung tatsächlich verschieden voneinander 
sind. Die Lage des Knotenpunkts hängt nämlich von der Entfernung 
des betrachteten Gegenstandes vom Äuge ab; Bild und Gegenstand 
haben aber verschiedenen Abstand vom Auge. 

3. S. 5/6. Das Auge ist stets geneigt, Geraden, die im Bilde 
einen Schnittpunkt haben, einen solchen auch in der Wirklichkeit 
beizulegen. Die vom genannte Zeichnucgsart soll daher yor der 
Entstehung unrichtiger Vorstellungen bewahren; sie erreicht dies be- 
sonders dadurch, daß sie den Sachverhalt im Bilde etwas übertreibt, 
und dadurch die Aufmerksamkeit steigert.^) 

4. S. 14. Da der Desarguessche Satz in neuerer Zeit durch 
Huberts Untersuchungen (Grundlagen der Geometrie, Leipzig,. 
2. Aufl., 1903) eine erhöhte Wichtigkeit erlangt hat, mögen hier 
einige Ausführungen über ihn folgen. 

Er folgt unmittelbar aus den grundlegenden Tatsachen des 
Schneidens und Verbindens für Punkte, Gerade und Ebene (a, a. 0. 
S. 2 ff). Ferner steht er sich selbst dualistisch gegenüber; man 
beweist daher ganz analog, daß Dreiecke, deren Seiten die in ihm 
genannte Eigenschaft besitzen, so liegen, daß die Verbindungslinien 
ihrer Ecken durch einen Pimkt gehen. Von den beiden Eigenschaften, 
daß die Ecken auf drei Strahlen durch einen Punkt liegen, und daß 
die Seiten sich in drei Punkten einer Geraden schneiden, zieht also 
die eine die andere nach sich. 

Da die Figur, die man zum Desarguesschen Satz zeichnet, eine 
ebene Figur ist, so gilt dies alles auch für die in dieser Figur ent- 
haltenen derselben Ebene angeböi-igen Dreiecke. Ob es aber auch 
tur je zT\ei analoge Dreiecke einer Ebene gilt, bedarf der Unter- 
suchung Den Beweis kann man zunächst unmittelbar dem Grund- 
satz der Axonometrie in § 14 entnehmen, wie aus dem dort durch- 
gefühlten Beispiel 4 hervorgeht. Man kann ihn aber auch mittel* 
seinei Schnittpunkts atze ableiten; indem man im Eaum eine Desargues- 
sche Figur konstruiert, deren Projektionen die ebenen Dreiecke sind. 
Einen Bewbis hndet man z. B. bei F. Enriques, Vorlesungen über 
piojektive Geometrie, Leipzig, 1903, § 10. 

Endlich hat Hilbert gezeigt, daß der Desarguessche Sata für 
eine ebene Geometrie, in der die grundlegenden Sätze des Schneideas 
und Verbindens gelten, nicht erfüllt zu sein braucht, wenn man nur 
in der Ebene operiert; also von allen räumliehen Konstruktionen 
absieht (a. a. 0. S. 49). 

!■ Schiift ist dies miiHchmal in au starlicm 
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Anhang. 91 

5. S. 18/19. Dor Umstand, daß maa der Ebene e' noch eine 
beliebige Neigung gegen e geben darf, beruht darauf, daß zwei 
parallelperspektiv bezogene Ebenen ia dieser Beziehung verbleiben, 
wenn man sie um die Perspektivitütaachse dreht; nur die Richtung 
dor projizierenden Strahlen erföhrt dabei eine Ändenmg. Einen Be- 
weis enthalten die Ausführungen von § 17. 

6. S. 21. Die Sätze, die hier in Frage kommen, sind die des 
Schneidens und Verbindens (vgl, Hilbei-t, Grundlagen der Geometrie, 
Leipzig, 2. Aufl., 1903, S, 2). Allerdings müßten auch die Sätze 
der Anordnung (a. a. 0. S. 4) in ähnlicher Weise berücksichtigt 
werden; doch sind diese Begriffe vorher so zu formulieren, daß sie 
sich auf geschlossene Kurven, wie z. B. den Kreis beziehen. Gen^ 
§ 7 bildet ja die Gerade eine geschlossene Kurve. 

7. S. 22. Die Vervollkommnung uuserer geometrischen Raum- 
auffassung, die durch die konsequente Eiaftthrung der uneigentlichen, 
unendlichfernen Elemente bewirkt wird, verdanken wir wesentlich 
J. V. Poneelet, den wir überhaupt als den eigentlichen Begründer 
der projektiven Denkweise zu betrachten haben. Sie ist in seinem 
Traite des proprietes projectives des ügures, Paris 1822 (2, Aufl., 
1865) enthalten; vgl. besonders § 49ff. Die Ifotwendigkeit, für die 
so eingeführten Elemente das Bestehen der grundlegenden Schnitt- 
punktsätze zu erweisen, erkannte wohl zuerst G. K. Ch. t. Staudt; 
vgl, seine Geometrie der Lage, Nürnberg 1847, p. 23. Den Aus- 
druck Permanenz der Grundgesetze entnehme ich H. Hankel, der 
ihn auf arithmetischem Gebiet (Permanenz der formalen Gesetze) zu 
dem gleichen Zweck und mit der gleichen Bedeutung einführte. Vgl. 
Theorie der komplexen Zahlsysteme, Leipzig 1867, p. 10. 

8. S, 40. Bei Bildern, die man frei nach der Natur entwirft, 
pflegt man so zii verfahren, daß man die Fluchtpunkte der einzelnen 
Geraden oder ßichtungen durch wirkliches Visieren ermittelt. Man 
stellt dazu das Auge auf den unendlichfemen Punkt der Geraden 
ein und fixiert zugleich den Durehdringungspunkt der Sehrichtung 
mit der Bildebene, 

9. S. 56/57. Die Gleichwertigkeit dieser Methode mit der von 
■§ 12 beruht auf der Relativität aller Bewegung. Die Drehung des 
Dodekaeders gegen die Aufrißebene kann man so mitmachen, daß mau 
sich in die Aufrißebene oder auch in das Dodekaeder hineinbegibt. 
Dem ersten Fall entspricht eine Drehung des Dodekaeders gegen die 
als fest erscheinende Aufrißebene, dem zweiten die Einführung einer 
neuen Aufrißebene bei fest bleibendem Dodekaeder. 

10. S. 66/67. Das Kubooktaeder gehört, wie auch das Ehomben- 
dodekaeder zu der großen Klasse der sogenannten Eristallformen. 
Alle KristalKormen pflegt man asonometrisch zu zeichnen. Vielfach 
sind sie nur so bestimmt, daß man für jede ihrer Flächen ihre „In- 
dizes" kemit, das sind die reziproken Werte der von ihnen auf den 
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axonometriscJieti Achsen abgeschnitteneu btucLe (^ihre Ebenen 
koordinatea im Sinne der analytischen &ecmetne] Aus ihnen sml 
die Kristall formen zu zeichnen, und zwar o daß man jede Kante 
als Schnittlinie der beiden Ebenen konstruiert die durch sie hinduicli 
gehen. 

Das allgemeine Prinzip, nach dem man dies anszufilhien hat 
ist das folgende. Wir wollen die drei I. eraden die asonometnsch 
die drei Grundrichtungen darstellen, als j 7 £ Achse bezeichnen 
Sind dann £ und b' zwei Ebenen, die eine Kante / bestimmen sn 
sind mit den Indizes dieser Ebenen zugleich ihre 'Schnittpunkte mit 
den drei Grundrichtungen und damit auch ihie "Spuren in den diei 
Groudebenen gegeben Sind E^, E^ E und E^ E E die Schnitt 
punkte, so sehneiden sich die Spuren E^ E und F F in einem in 
der )/^-Ebene enthaltenen Punkt der Kante l, und ebenso liefern 
E^ E^ und E'i Ei sowie E^ E^ und F^ E le einen Punkt \on I 
Damit ist auch Ic selbst bestimmt. 

Natuigemaß handelt es sich bei dinsen Konsttukt Jonen imme 
um die geeignete Auswahl derjenigen Kanten die man zuer'it zeichnet 
und mit denen mau die übrigen der Reihe nai.h bestimmt Es empfiel It 
sich, das Rhombendodekaeder auch aus den '^puien seiner Fliehe 1 
herzustellen. 

11. S. 77/78. Die Geometrie, die duich "iteieogiaphisi-he Pro 
jektion in der Ebene entsteht, ist genai ^ensmmen eine ( e metne 
in der die Punkte und Kreise die Elementargel ilte lai stellen (Kreis 
geometrie). Analog ist ja auch die Kugelflaehe Tiager einer deraitigea 
Geometrie. Die Geraden der Ebene kommen daher nur als (. renztall 
von Kreisen in Betracht. 

12 S 79/80 Die stereographische Projektion wiid he ondeif 
benutzt um die Eigenschaften der Kugelteilung und die an sie an 
schließenden Sätze der Funktion entbeone zu illu';tneren Auch i i 
die Zwe ke der Kiistallographie wird sie lu d esfi Grinde virl 
fach \fn\eiil 1 
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Von A. Schoenflies erschien ferner im gieictien Verlage: 

Die Entwicklung 
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Bericht, erstattet der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. 
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Teil I: [V u. 251 S.] 1900 n .« 8 — Teü 11- Mjt 2fi Figuren, 

[Xu. 4SI 8] 1Ö08 n „ft 13 — 
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Geometrie 
der Bewegung in synthetischer Darstellung. 

Mit Figuren im Text. [VI u. 195 S.] gr. 8, 1886. Geh. n. JC i.— 
Das Bnch gibt die Geometrie der Bewegung auf rein geometrischer Basis, ohne SHtse 
Geometrie der Benegung beBcheftigt, einzig nnd allein von dem Gesetz abhüngt, nach welchem 

keit, mit der die Bewegung vor eich geht. Dabei erscheint die Qeomelrie der Bewegung alt ein 
Lagen, in welche der bewegliche Körper der EeUie naoh gelangt, eine einfache Ableitung der 

Kristallsysteme und Kristallstruktur. 

Mit 73 Figuren im Test. [XII u. 639 S.] gr. 8. 1891. Geb. n. JC 12.— 
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 

Beyel. Dr. Chr., Privatdozeat an dem eidgenössischen PolyteeVinikum zu 
Zürich, darstellende Geometrie. Mit einer Sammlung von 1800 
Dispositionen zu Aufgaben aus der darstellenden Geometrie. Mit 
1 Tafel. [Xn u. 189 S.] gr. 8. 1901. In Leinwand geb. n. A 3.60. 

Barmester, Dr. L., Professor an der Egl. Tocbnisoben Hochschule zu 
München, Theorie und Darstellung der Beleuchtung ge- 
setzmäßig gestalteter Flächen, mit besonderer Rücksicht auf 
die Bedürfnisse technischer Hochschulen. 2. Ausgabe. Mit einem Atlas 
TOn 14 lithogr. Tafeln (in qu. Fol. in Mappe). [XVI u. 386 S.] gr. 8. 
1875. Geh. n. A 8 . — 

— Grundzüge der Eeliefperspektive nebst Anwendung 

zur Herstellung reliefperspektivisoher Modelle. Als Er- 
gänzung zum Perspektiv-Unterricht an Kunstakademien, Kunstgewerbe- 
schulen und technischen Lehranstalten bearbeitet. Mit 3 lithograph. 
und 1 Lichtdniektftfel. [IV u. 30 S.] gr. 8. 1883. Geh, n, ^2,— 

V. Dalwigfe, Prof. Dr. P., Privatdozent an der Universität Marburg a. L., 
Vorlesungen aber darstellende Geometrie. 2 Bände. Mit zahl- 
reichen Figuren im Text und mit Tafeln, gr. 8, 1908. In Leinw. geb. 

[Band I uractejnl im Okloier I90S.1 
Bei erala Band beHandelt die FsisllelpTojektiqu. Den gKtBfea Umtsag uimtst äie 
Ortho Bonalprojektion mit <Jrund nnd Aufrifl ein, dann tdlgen die eclilete PaciillelperEpelttiTe 
nnd ein kurzer AufrlB der Asonometrie, KotJorto Prpjektion und B6leuch.tiing8tBliro sind neben 



dflntselien Mathamatlker-TeMiiiJgmig, 1006 S. 34Sff.. baBonders 36i— 57. Übrigens bildet das Bneh 
nur einsn Teil TOn „geometriBclieji YoTlesangea aua dei reinen und angewandten MatlieraaCik". 
Yon denen snnKcliBt zwei weitere Bande rasch folgen solleii. 

Fiedler, Dr. W., vorm. Professor am eidgenössischen Polytechnikum ku 
Zürich, die darstellende Geometrie in organischer Verbindung 
mit der Geometrie der Lage. Für Vorlesungen und zum Selbststudium. 
3 Teile, gr. 8. Geh. n. ^ 40. 30, geb. n. ^ 43. 80. 

I. TeU: Sie MetHaden der daritellcDden &enmelrio nnd die Elemente der 
proJektiTisoben GeomDtrie. 4. Anflage. Mit aalilreiulien Bigaren im 'leit 
nnd «nf S lithogr, Tafeln. [SXIV u. 481 8.] 1801, Geb. n. ^ 10,— , in Leinwand 



Hexapel, J., Lehrer an der staatlichen Baugew eikschule zu Hamburg, 
Sehattenkoastruktionen Fui den Gebrauch an Baugeweik 
schulen und ähnlichen Lehranstalten sowie zum Selbstunterricht Mit 
51 Textfiguren und 20 Tafeln prakttschei Beispiele m Lichtdruck 
[IV u. 60 S,] qaer Folio, 1906 In Leinw geb n ^ 5 — 
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 



Holzmuller, Piof. Dr. G., TOrm. Direktor der PioMnzialgeweibeschiile zu 
Hagen i. W., Einführung in das atereometrische Zeichnen. 
Mit Berücksichtigung der Kristallographie und Kartographie. Mit 
16 lith. Tafeln. [VIu. 102S.] 1886. gr. 8. Kart. n. ^ 4.40. 

Loria, Dr. G., Professor an der Universität Genaa, Vorlesungen über 
darstellende Geometrie. Autorisierte, nach dem italieniaehRn 
Manuskript bearbeitete deutsche Ausgabe vou Fr. Schütte, Ober- 
lehrer am Gymnasium zu Düren. In 2 Teilen. 

1. 'leü: Die DantellBngBmethodon. Mit 1S3 mgaien im Texte. [XI n, SIS S.l gr. 8 10Ö7. 



proJektiTOB und analytlBcJ 



Müller, Dr. C, H., Professor am Kgl. Kaiser- Friedrichs -Gyninasium zu 
Frankfurt a. M., und 0. Presler, Professor an der Städtischen Oher- 
reaischule zu Hannover, Leitfaden der Projettionslehre. Ein 
Übungsbuch der konstruierenden Stereometrie. 

AuBga^a A. Tarsngswelse iüi Bealgfianaaien und Oliorcealschulsn, Mit S3S ]^igiueii im 

Tait. [VHIn. sao S-l gr. S. I90a. Geb. 11.^4,— 

„ B. -Fat C>ymiia,Blen und sediaitnfige BeaiiLnstBlteii. Mit HS Figncen int Text. 

[VI n, ISS S.] ET. 8. ISOfl. aeb. n. M S.- 

MÜller, Dr. £., Professor an der k. k. Technischen Hocksehule zu Wien, 
Lehrbuch der darstellenden Geometrie für technische Hoch- 
schulen. In 2 Bänden. 

I. Band. Mit S7S iFiguren und S Tatoln. [XIV u. SS8 S.] gr. 8. 1908 In LoiaHind 
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 

Ricllter, Dr. 0., Oberlehrer am KSnig-Albert-Gymnasram zu Leipzig, 
Kreis und Kugel in senkrechter Projektion, Für den Unterricht 
und zum Selbststudium. Mit 147 Figuren im Text. [X u. 188 S.] 
gr. 8. 1908. Geh. n. Jl. 4.40, in Leinwand geb. n. M. 4.80. 
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1 Danzig, 
aber die Anwendungen der darstellenden Geometrie, ins- 
besondere über die Photogrammetrie. Mit einem Anhang: 
Welche Vorteile gewährt die Benutzung des Projektionsapparates im 
mathematischen Unterricht? Vorträge, gehalten bei Gelegenheit des 
Ferienkurses für Oberlehrer der Mathematik uad Physik, Göttingen, 
Ostern 1904. Mit 151 Figuren und 5 Doppeltafeln. [VI u. 198 S.] 
gr. 8. 1904. Geh. n. Jl. 4.60, in Leinwand geb. n. M 5.— 

Scllüßler, Dr. R., Professor an der Technischen Hochschule zu Graz, 
orthogonale Axonometrie. Ein Lehrbuch zum Selbststudium, 
Mit 29 Figurentafebi in besonderem Hefte, [VIII u. 170 S.] gr. 8. 
1905. In Leinwand geb. n. »C 7 . — 

Schütte, Pr., Oberlehrer am Gymnasium zu Düren, Anfangsgründe 
der darstellenden Geometrie für Gymnasien. Mit 54 Text- 
figuren. [42 S.] gr. 8. 1905. Steif geh. n. ^-.80. 

Sturm, Geheimer Eegierungsrat Dr. R., Professor an der TJniTersität 
Breslau, Elemente der darstellenden Geometrie 2. um- 
gearbeitete und erweiterte Auflage. Mit 61 Figuren im Test und 
7 lithogr. Tafeln. [Vu.l57S.] gr, 8. 1900. InLeinw. geb.n.^ 5. 60. 

Weiler, Dr. A., Professor an der Universität Zürich, neue Behandlung 
der Parallelprojektionen und der Axonometrie. Mit 109 Pi- 
guren im Text. 2. wohlfeile Ausgabe, [VHI u. 210 S.] gr, 8. 
1896, Geh. n. ^2.80. 

Wiener, G^eimer Hofrat Dr. Wir., weil. Professor an der Großherzogl. 
Polytechnisohan Schule zu Karlsruhe, Lehrbuch der darstellenden 
Geometrie. In 2 Bänden, gr. 8. Geh. n, JL 30.— 

I: Band: Oeschichte der daratelleiLden »eometrie, obeuIlüDhige Oehilde, 
krumme Linien (I. TeU), projsktiTa Oeomeltie. Mit Figuren im Teit. 
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Verlag von B. G.TEUBNEB in LEIPZIG und BERLIN. 

Encyklopädie der Mathematischen lAlissenschaften 

mit Einschluß ihrer Anwendungen. 

HeidUBf-tgebeu im. luttia^e ilei 
Akademien der Wissenschaften zu Göttingen, Leipzig, München und Wien, 

-"Wie unter Mit«iibuJig /ahlreioliei Pauhgenobsi n 
In 7 Bünden au le ß — « Heften gr •^ Ueheftet nud m Halbfi/ ijelj. 

r. Pliysifc, 3 Taile, redigiert vqü A. 
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Verlag von B. G. Teubrter in Leipzig und Berlin. 
Repertorium der höheren Mathematik (Diiinitionen, Fomoin, 

Theoreme, Literaturnachweise) von Ernst Pascal, ord. Professor au der 
Universität Pftvia. Deutsehe Ausgabe von weil. A. Schepp in Wiesbaden, 
2. neubearb. Aufl. In uwei Teüen; Analysis und Geomeirie. gr. 8. 1, Teil: 
Die Analysis. Herausgegeben von P. Epstein, [ca. 700 S.] 1909, 
In Leinwand geb. ca. n. Jt 12. — (Erscheint im Januar 1909.) II. Teil: 
Die Geometrie. Herausgegeben von H. E. Trmerding. [ca. 80O S.] 1909. 
In Leinwand geb. ca. n, JC 14.— [Erscheint Ostern 1909,] 

Der Zweolc des Buclies Ist, äuf einem mDgllchal kleinen Banm die wichtiguleii 
Tlieorien dei neueren Mslhematik m vereinten, vou jeder Theorie mir ho liel zu trlngeu, 
dsB der LeeoT Imstande ist, alch in Uu la orienäeren, und auf die Bttehec zs venrelsen. 
in weldien er AnBfllhrli fln itann F dl M temiLtlk soH 

eg ein „Vademekom" ae in m iz ob th hen BegiUCe 

nnd Beaultste findet, di dl cli aue^nen 

«111. Die AsoTdnnng immer dieselbe: 



Vocabulaire Nlathematique ii am aiiemand. 

fran^ais, Mattema V k an m h md deutsch- 

tianaösisch. Euth d Kon d i und an- 

gewandten Mathem k P D F Mu [XV u. 316 8,] 

Lex, -8, 1900/1901, In Leinw. geb. n. JC 20,— Wnrde m 2 Lieferungen 
ansgeKeben: I.Lieferung. [IXu.lSB S.] 1900. Geh, n JC 8 — U Lif- 
ferang. [S, IX— XV u, 133—816,] 1901. Gteh, n, .^ 11 — 

SsB Yokalularinni enthält in slpliabetlsoheT Folge mehr aU ISOOU KnustauBdiOckii 
BUB der lelnen und angewandteii Maüiematib in franzOBleohei und deulecber Rpiactie und 
Boll in erster Linie eine Krgünanng i" -' .-"->-— ,n..,..^._.. .>._.. ^.. .>. . 



le Kugel) <&aiiS 1S271 [uif Geoi 
ÄtlB-'— ^' —'■^-'-•-- 

t, als der 



" "leigeffigten Z 



Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, von 

Moritz Cantor. In i Bänden, gr. 8. I. Band. Von den ältesten Zeiten 
biß aum Jahre 1200 n, Chr, 3. Atifl. Mit 114 Figuren im Test und 
I iithogr, Tafel, [VI u. 941 SJ 1907. Geh. n. J^ 24,—, in Halbfranz 
geb. n, JC 26.— II. Band. Vom Jahre 1200 bis aum Jahre 1668. 
3. verb. u. verni. Aufl. Mit 190 Figuren im Text. [XII a. 943 S-l 
gr. 8. 1900. Geh. n, J(. 26.—, in Halbfranz geb. n. JC 28.— III. Band. 
Vom Jahre 1668 bis zum Jahre 1759. 3. verb. u. verm, Aufl. Mit 
146 Figuren im Text. [X u. 923 S.] gr. 8. 1901. Geh. n. M 25.-, 
in Halbfranz geb. n. JC 27.— IV. Band. Vom Jahre 1759 bis zum 
Jahre 1799. Herausgegeben unter Mitwirkung der Herren V. Bobynln, 
A. V. Braunmühl, F. Cajori, S. Günther, V. Komnierell, G. Loria, E. Netto, 
G. Vivanti, und C. R. Wallner von M. Cantor. Mit 100 Figuren im Test. 
[VI u. 1113 S.) 1908. Geh. n. Jt 32.—, in Halbfranz geb. n. Ji. 35.— 
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